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Resumo
Neste trabalho nós investigamos condições necessárias e suficientes para que o pré-dual
do espaço das funções holomorfas sobre espaços de Banach de dimensão infinita possua
a propriedade de aproximação. Também, exploramos diversas noções da dinâmica linear
para os operadores de convolução sobre algumas classes importantes de espaços de funções
inteiras.
Palavras-chave: Espaços localmente convexos, funções holomorfas, operadores de con-
volução, operadores hipercíclicos e frequentemente hipercíclicos, operadores Li–Yorke
caóticos.
Abstract
In this work we investigate necessary and sufficient conditions for the predual of the space
of holomorphic functions on infinite dimensional Banach spaces to have the approximation
property. Also, we explore several notions of linear dynamics for convolution operators on
some important classes of spaces of entire functions.
Keywords: Locally convex spaces, holomorphic functions, convolution operators, hyper-
cyclic and frequently hypercyclic operators, Li–Yorke chaotic operators.
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K: Conjunto dos números reais ou complexos;
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D: Disco unitário e aberto em C;
Cn: Produto de n-cópias de C, n P N;
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Jn: Inclusão canônica de Kn em KN;
LpE;F q: Espaço vetorial de todas as aplicações lineares e contínuas de E em F ;
E 1: O espaço LpE;Cq;
LcpE;F q: O espaço LpE;F q com a topologia da convergência uniforme sobre todos
os conjuntos convexos, equilibrados e compactos de E;
E 1c: O espaço LcpE;Cq;
scpEq: O conjunto das seminormas contínuas em E;
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Θ: Tipo de holomorfia;
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F : Transformada de Fourier-Borel sobre rExpkΘ,0,ApEqs1, com k ě 1;
projiPIEi: Limite projetivo da família tEi : i P Iu;
indiPIEi: Limite indutivo da família tEi : i P Iu;
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Introdução
Seja E um espaço localmente convexo complexo de Hausdorff e com dimensão
infinita. Um dos principais objetos de estudo da holomorfia em dimensão infinita é o
espaço HpUq de todas as funções holomorfas complexas definidas em um aberto U Ă E,
assim como as diversas topologias localmente convexas definidas sobre HpUq. Dentre
as topologias mais usuais encontramos a topologia compacto-aberta τ0 e a topologia
bornológica τδ. Com respeito a essas topologias, têm sido exploradas inúmeras propriedades
topológicas para o espaço HpUq, sendo a propriedade da aproximação a que recebe mais
atenção e em contínuo estudo por vários pesquisadores da área. Destacam-se trabalhos
notáveis, tais como,[3, 31, 32, 33]. Tal propriedade afirma que, sob condições adequadas,
operadores lineares contínuos podem ser aproximados por operadores contínuos de posto
finito. A propriedade de aproximação no espaço HpUq foi inicialmente estudada por Aron e
Schottenloher em [3] onde provaram, entre outras coisas, o seguinte resultado importante:
Se U é subconjunto aberto e equilibrado de um espaço de Banach E, então
pHpUq, τ0q tem a propriedade de aproximação se e somente se E tem a propriedade de
aproximação.
Eles chegaram a esse resultado usando propriedades derivadas da teoria do
espaço -produto de Laurent Schwartz. Essa metodologia era bastante comum para estudar
a propriedade de aproximação em espaços de funções holomorfas a valores complexos ou
até mesmo vetoriais. Em 1984, Mazet [59, Definition 3.4 – Theorem 3.10] construiu o
pré-dual GpUq do espaço HpUq fornecendo assim uma outra técnica (ou maneira) para
estudar propriedades algébricas em HpUq através do isomorfismo algébrico entre HpUq e
o dual topológico GpUq1 de GpUq. Anos seguintes ao trabalho de Mazet, Mujica e Nachbin
[61, Theorem 2.1] apresentaram mais uma demonstração do Teorema de Mazet dando
outra representação ao espaço GpUq e obtendo como melhoria notória o isomorfismo
topológico entre pHpUq, τδq e GpUq1 munido com uma topologia conveniente. A partir
dessa construção, diferentes autores têm estudado propriedades topológicas do espaço
GpUq (veja [17, 18, 19, 25, 26, 44, 61], apenas por citar alguns). Por exemplo, em [19,
Theorem 14], Boyd provou que se U é um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço
Fréchet–Montel E tal que GpEq é Montel, então E tem a propriedade de aproximação se
e somente se GpUq tem a propriedade de aproximação. Um outro resultado nessa direção
Introdução 15
é devido a Çaliskan [26, Proposition 6.6], que provou que se U é um subconjunto aberto
e equilibrado de um espaço de Fréchet E, então E tem a propriedade de aproximação
compacta se e somente se GpUq tem a propriedade de aproximação compacta.
Nós também trabalhamos com tal representação dada por Mujica e Nachbin
para o espaço GpUq, e reescrevemos esse espaço como um limite projetivo reduzido de
pré-duais de uma classe de funções holomorfas a valores complexos. Como aplicação deste
resultado, nós provamos que se U é um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço
de Banach E, então E tem a propriedade de aproximação se e somente se GpUq tem a
propriedade de aproximação. Ainda mais, uma consequência direta deste último resultado
dá uma nova demonstração para o resultado de Aron e Schottenloher mencionado acima.
Gostaríamos de salientar que, um espaço de Banach é Montel se e somente se
tem dimensão finita. Em consequência, a classe de espaços estudados por Boyd e a classe
de espaços sob nosso estudo são, em geral, diferentes. Também, sabemos que a propriedade
de aproximação implica a propriedade de aproximação compacta, mas a recíproca em geral
é falsa (veja [75], por exemplo).
Uma outra linha de investigação envolvendo espaços de funções holomorfas é o
estudo de operadores de convolução sobre tais espaços, isto é, operadores lineares contínuos
que comutam com todas as translações. Aqui estudamos a dinâmica linear desses operadores
sobre diferentes classes de espaços de funções inteiras. Exploramos algumas noções clássicas
da dinâmica para operadores lineares contínuos, incluindo hiperciclicidade frequente,
hiperciclicidade, mistura, transitividade topológica, n-superciclicidade e ciclicidade. O
seguinte diagrama traz um resumo acerca da relação entre essas noções:





Mistura +3 Transitividade n-Superciclicidade
Na dinâmica linear os sistemas dinâmicos são definidos por operadores lineares
contínuos geralmente definidos sobre espaços de Fréchet. A razão principal de preferir
espaços de Fréchet (ou até mesmo F -espaços) ao invés de espaços vetoriais topológicos
mais gerais é o Teorema da categoria de Baire, o qual é uma ferramenta básica para
estudar hiperciclicidade e caos. Mas vários operadores naturais e interessantes são também
definidos sobre espaços vetoriais topológicos que não são Fréchet. Por exemplo, operadores
de convolução sobre HpCNq, operadores backward shift sobre c00, e outros são definidos
sobre limites indutivos ou projetivos de espaços de Banach, ou somas algébricas enumeráveis
de espaços de Fréchet, apenas por mencionar alguns. Nos últimos 30 anos, o estudo da
dinâmica de operadores lineares contínuos sobre espaços vetoriais topológicos tem sido
intensamente explorado por diversos autores, dando maior atenção à hiperciclicidade.
Lembramos que um operador linear contínuo T : E Ñ E sobre um espaço vetorial
topológico E é dito hipercíclico se existe algum x P E cuja órbita tx, Tx, T 2x, . . .u é
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densa em E. Dentre as outras noções mencionadas acima destacamos a hiperciclicidade
frequente, a qual é mais recente e mais forte do que hiperciclicidade. As referências [10, 46]
fornecem uma visão profunda e detalhada da teoria. Neste contexto de dinâmica linear,
nossa pesquisa foi motivada pelos seguintes resultados:
p1q Godefroy-Shapiro [45]: Todo operador de convolução não trivial sobre HpCnq é
hipercíclico.
p2q Bonilla e Grosse-Erdmann [16]: Todo operador de convolução não trivial sobre
HpCnq é frequentemente hipercíclico.
p3q Muro et al [66]: Todo operador de convolução não trivial sobre uma certa classe de
espaços de funções inteiras sobre espaços de Banach de dimensão (finita ou infinita)
é frequentemente hipercíclico.
p4q Fávaro-Mujica [39]: Nenhum operador de convolução sobre HpCNq é hipercíclico.
Note ainda que, o resultado em p3q estende os resultados em p1q e p2q, enquanto
o resultado em p4q difere notoriamente dos outros. Perceba então que esses resultados
instigam duas direções para se trabalhar. Uma é seguir os passos de Muro et al para
provar que todo operador de convolução não trivial segue sendo frequentemente hipercíclico
mesmo sobre uma classe maior de espaços de funções inteiras. A outra nos depara com a
seguinte questão natural:
Os operadores de convolução não triviais sobre HpCNq satisfazem alguma noção
da dinâmica linear mais fraca do que hiperciclicidade?
Neste trabalho procuramos, por um lado, dar uma resposta positiva a essa
questão, e por outro lado, obtemos um resultado que engloba aquele de Muro et al. Mais
precisamente, no Capítulo 3, usando um critério de Bayart e Matheron [11], provaremos que
sob condições adequadas, os operadores de convolução não triviais sobre certos espaços de
funções inteiras do tipo zero e uma dada ordem k P r1,`8s, denotados por ExpkΘ,0pEq, são
fortemente misturadores no sentido gaussiano, em particular frequentemente hipercíclicos.
Como casos muito particulares, recuperamos os três primeiros resultados listados acima.
Por outra parte, no Capítulo 4 mostraremos que nenhum operador de convolução
sobre HpCNq pode ser cíclico nem n-supercíclico para qualquer inteiro positivo n, mas sim,
todo operador de convolução não trivial sobre HpCNq é misturador e Li–Yorke caótico.
Esse resultado, em particular, fornece novos exemplos de operadores contínuos sobre um
espaço localmente convexo não-metrizável, completo e separável que são misturadores mas
não hipercíclicos. Para outros exemplos, sugerimos [15, 74].
A noção clássica do caos de Li–Yorke foi introduzida para funções contínuas
definidas sobre espaços métricos. Por [12, Theorem 9], operadores lineares hipercíclicos
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sobre espaços de Fréchet são Li–Yorke caóticos. Como HpCNq é um espaço localmente
convexo não-metrizável, a noção clássica do caos de Li–Yorke não faz sentido para os
operadores lineares contínuos sobre ele. Recentemente, Arai [2] introduziu a noção do caos
de Li–Yorke para uma ação de um grupo sobre um espaço uniforme. Como sabemos, todo
espaço vetorial topológico é um espaço uniforme, de modo que adotaremos a definição de
Arai para estudar tal noção para os operadores de convolução sobre HpCNq. Com efeito,
usando essa definição, provaremos que todo operador de convolução não trivial sobre
HpCNq é Li–Yorke caótico. Ainda mais, adaptando um resultado em [12] provaremos que,
neste caso, operadores hipercíclicos são também Li–Yorke caóticos. Assim, damos uma
resposta positiva à questão levantada acima.
Este trabalho está organizado da seguinte maneira: o primeiro capítulo traz
alguns resultados preliminares de espaços vetoriais topológicos (focando em espaços de
funções holomorfas) e dinâmica linear, com o intuito de facilitar o acompanhamento do
leitor. No segundo, exibimos nosso resultado acerca dos espaços pré-duais de espaços de
funções holomorfas. No terceiro capítulo, estudamos certos espaços de funções inteiras de
um dado tipo A P r0,`8q e uma dada ordem k P r1,`8s, denotados por ExpkΘ,0,ApEq e
que foram introduzidos em [37], na busca de estender resultados em relação às equações
de convolução sobre espaços de funções inteiras definidas sobre um espaço de Banach
complexo de dimensão infinita E, de um dado tipo e uma dada ordem. Nesse estudo esta-
beleceremos relações chaves entre os espaços Exp1Θ,0,ApEq e ExpkΘ,0pEq que nos permitirão
garantir existência de funções inteiras frequentemente hiperíclicas de tipo exponencial
para operadores de convolução não triviais sobre ExpkΘ,0pEq. De igual forma, ainda neste
capítulo, provaremos a existência de subespaços vetoriais fechados de dimensão infinita de
ExpkΘ,0pEq formados, exceto pela função nula, por funções frequentemente hipercíclicas.
Esses resultados também generalizam resultados do mesmo tipo obtidos em [16, 66]. Por
fim, no quarto e último capítulo, apresentaremos as noções da dinâmica linear estudadas
para os operadores de convolução sobre HpCNq.
Esta tese gerou 3 artigos científicos, um que já está publicado e dois que estão




O propósito principal deste capítulo é familiarizar o leitor com alguns resultados
básicos da teoria de espaços vetoriais topológicos e a propriedade de aproximação, os
quais serão fundamentais no desenvolvimento deste trabalho e por sua vez facilitará a
sua compreensão. A maioria dos resultados das seções 1.1 e 1.1.1 aparecem nas notas de
aula de Mujica [65], mas também encontram-se em qualquer livro de espaços vetoriais
topológicos. Por exemplo, [50, Chapter 2], [52, Chapters 2 e 4] e [70, Chapters 4 e 5]. Neste
capítulo nós não enfatizamos as demonstrações, o leitor interessado nos detalhes pode
consultar as referências antes mencionadas. Outros resultados clássicos e/ou avançados
que possam distrair a atenção dos leitores aparecerão no Apêndice.
1.1 Espaços vetoriais topológicos
Todos os espaços vetoriais aqui serão espaços vetoriais sobre K, onde K denotará
o corpo R dos números reais ou o corpo C dos números complexos.
Definição 1.1.1. Diremos que E é um espaço vetorial topológico (abreviado, evt) se
E é um espaço vetorial munido de uma topologia τ tal que as seguintes aplicações são
contínuas:
px, yq P E ˆ E Ñ x` y P E,
pλ, xq P Kˆ E Ñ λx P E.
Neste caso diremos que τ é uma topologia vetorial. Ainda mais, se τ é uma
topologia de Hausdorff, como é usual, dizemos que E é um espaço vetorial topológico de
Hausdorff. Como exemplos clássicos de evt’s de Hausdorff temos os espaços normados.
Definição 1.1.2. Um subconjunto A de um espaço vetorial E é dito equilibrado se λx P A
para todo x P A e λ P K, com |λ| ď 1.
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Definição 1.1.3. Diremos que E é um espaço localmente convexo (abreviado, elc) se E
é um espaço vetorial topológico tal que cada vizinhança de zero contém uma vizinhança
convexa de zero. Neste caso diremos que a topologia de E é uma topologia localmente
convexa.
Todo espaço normado é um espaço localmente convexo.
Definição 1.1.4. Seja E um espaço vetorial. Uma função p : E Ñ R é chamada de
seminorma se verifica as seguintes condições:
paq ppxq ě 0 para todo x P E;
pbq ppλxq “ |λ|ppxq para todo x P E e λ P K;
pcq ppx` yq ď ppxq ` ppyq para todo x, y P E.
Uma seminorma p é chamada de norma se ppxq “ 0 implica x “ 0. Quando E
for um evt denotaremos por scpEq o conjunto das seminormas contínuas em E.
Toda topologia localmente convexa é gerada por uma família de seminormas
(veja [65, Corolário 4.8]). A seguir, listamos dois exemplos concretos de espaços vetoriais
localmente convexos.
Exemplo 1.1.5. paq O espaço produto KN. Seja KN “ KˆKˆ ¨ ¨ ¨ o espaço vetorial
de todas as sequências pxjq8j“1 (reais ou complexas). A topologia produto em KN coincide
com a topologia localmente convexa em KN definida pela família dirigida de seminormas
pn : KN Ñ R, definidas por
pnpxq “ sup
1ďjďn
|xj|, x “ pxjq8j“1,
com n P N.
pbq Espaços de funções holomorfas. Sejam Ω um aberto de Cn, n P N, e HpΩq o
espaço vetorial complexo de todas as funções holomorfas f : Ω Ñ C. A topologia compacto-
aberta em HpΩq, a qual denotaremos por τ0, é a topologia localmente convexa em HpΩq




com K Ă Ω compacto.
A topologia τ0 é também conhecida como a topologia da convergência uniforme
sobre os compactos. Na Seção 1.2 vamos estudar funções holomorfas definidas sobre elc’s
de dimensão infinita.
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Definição 1.1.6. Um evt E é dito um F -espaço se sua topologia é induzida por uma
métrica completa. Ainda mais, se E é também um elc, dizemos que E é um espaço de
Fréchet.
Como espaços de Fréchet clássicos temos KN e HpΩq.
Proposição 1.1.7. (Vide [65, Proposição 6.2]) Sejam E e F dois elc’s, P e Q famílias
dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F , respectivamente. Então, uma
aplicação linear T : E Ñ F é contínua se e somente se, dada q P Q existem p P P e c ą 0
tais que
qpTxq ď cppxq para todo x P E.
Usualmente escrevemos operador ao invés de aplicação linear.
Notação 1.1.8. Sejam E e F dois evt’s. Denotaremos por LpE;F q o espaço vetorial
de todas as aplicações lineares (todos os operadores) T : E Ñ F que são contínuas
(contínuos). Escreveremos E 1 em lugar de LpE;Kq. Diremos que E 1 é o dual topológico,
ou simplesmente o dual de E.
Exemplo 1.1.9. paq Seja a P Cn, n P N. O operador translação por a, τa : HpCnq Ñ
HpCnq é definido por
τafpyq “ fpy ´ aq
para todo f P HpCnq e y P Cn. Claramente τa é uma aplicação linear e contínua sobre
HpCnq.
pbq Um operador de convolução L sobre HpCnq é uma aplicação linear e contínua
L : HpCnq Ñ HpCnq
tal que Lpτafq “ τapLfq para todo f P HpCnq e a P Cn.
Da mesma maneira definimos os operadores translação e de convolução sobre o
espaço de funções inteiras definidas sobre elc’s de dimensão infinita. Nós estudaremos a
dinâmica linear desses operadores num contexto mais geral nos Capítulos 3 e 4.
1.1.1 Topologias projetivas e indutivas
Nesta seção incluiremos as definições de topologia projetiva e indutiva, limites
projetivo e indutivo, como também alguns resultados básicos que serão frequentemente
usados no decorrer deste trabalho. Cabe ressaltar que, muitos elc’s clássicos na análise
funcional são equipados com essas topologias.
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Proposição 1.1.10. (Vide [65, p. 98]) Sejam tXi : i P Iu uma família de espaços
topológicos e X um espaço topológico munido com a topologia projetiva com relação à
família de funções pii : X Ñ Xi (isto é, a topologia mais fraca em X tal que cada pii é
contínua). Se Y é um espaço topológico, então uma função f : Y Ñ X é contínua se e
somente se pii ˝ f : Y Ñ Xi é contínua para cada i P I.
Definição 1.1.11. (Limite projetivo). Seja tEi : i P Iu uma família de evt’s indexada
por um conjunto dirigido I. Suponhamos que para cada par de índices i, j P I, com i ď j,
exista uma aplicação piij P LpEj;Eiq com as seguintes propriedades:
paq piii é a identidade em Ei para cada i P I,
pbq piij ˝ pijk “ pijk sempre que i ď j ď k.
Então diremos que a coleção tEi, piij : i, j P I, i ď ju é um sistema projetivo de evt’s. O
conjunto
E “ tpxiqiPI P
ź
iPI
Ei : piijpxjq “ xi sempre que i ď ju
é um subespaço vetorial do produto cartesiano
ś
iPI Ei. O subespaço E, munido da topologia
induzida pela topologia produto, é chamado de limite projetivo da família tEi : i P Iu e é
denotado por projiPIEi. O limite projetivo projiPIEi é dito reduzido se, para cada j P I, a
projeção canônica de projiPIEi sobre sua j-ésima coordenada tem imagem densa.
Através da topologia projetiva nós podemos obter propriedades topológicas de
uma maneira mais fácil. Por exemplo, se E “ projiPIEi é o limite projetivo de um sistema
projetivo de evt’s de Hausdorff e cada Ei é completo, então E também é completo.
Proposição 1.1.12. (Vide [65, Proposição 27.3]) Sejam tEi : i P Iu uma família de
elc’s e E um espaço vetorial munido com a topologia indutiva com relação à família de
aplicações pii : Ei Ñ E (isto é, a topologia localmente convexa mais fina em E tal que cada
pii é contínua). Se F é um elc, então uma aplicação linear T : E Ñ F é contínua se e só
se T ˝ pii : Ei Ñ F é contínua para cada i P I.
Definição 1.1.13. (Limite indutivo). Seja tEi : i P Iu uma família de elc’s dirigida
sob a relação de inclusão “ď”. Então, o limite indutivo da família de espaços tEi : i P Iu,
denotado por indiPIEi, é o espaço vetorialď
iPI
Ei
munido com a topologia indutiva em relação às aplicações de inclusão pii : Ei ãÑ E. O
limite indutivo indiPIEi é dito estrito se Ei tem a topologia induzida por Ej sempre que
i ď j.
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Uma diferença notória entre limite projetivo e limite indutivo é que, o limite
indutivo de elc’s completos não é necessariamente completo (vide [50] ou [65, Corolário
27.16]). Mas quando o limite indutivo é estrito, o seguinte teorema garante a completude.
Teorema 1.1.14. (Vide [65, Teorema 28.5]) Seja E “ indnPNEn o limite indutivo estrito
de uma sequência crescente de subespaços En. Se cada En é completo, então E é completo.
1.1.2 A propriedade de aproximação
Nesta seção incluiremos a definição da propriedade de aproximação e alguns
resultados de estabilidade da mesma.
Definição 1.1.15. Um elc de Hausdorff E tem a propriedade de aproximação se para
cada subconjunto convexo, equilibrado e compacto K de E e para cada vizinhança de zero
U em E existe um operador contínuo de posto finito T de E em E tal que, Tx´ x P U
para todo x P K.
Um subespaço vetorial M de E é dito complementado se existe T P LpE;Eq
tal que T 2 “ T e T pEq “ M . Se E é também de Hausdorff então, cada subespaço
complementado de E é fechado em E.
Proposição 1.1.16. (Vide [52, Proposition 3, p. 401]) Seja E um elc de Hausdorff.
paq Se E tem a propriedade de aproximação, então todo subespaço complementado de E
também tem a propriedade de aproximação.
pbq Seja E 1c o espaço E 1 munido com a topologia da convergência uniforme sobre todos os
conjuntos convexos, equilibrados e compactos de E. Se E 1c tem a propriedade de aproximação,
então E também tem a propriedade de aproximação.
pcq Se rE denota o completamento de E e rE tem a propriedade de aproximação, então E
também tem a propriedade de aproximação.
A seguinte proposição é de grande ajuda no momento de provar existência de
subespaços complementados.
Proposição 1.1.17. Sejam E e F dois evt’s, S P LpE;F q e T P LpF ;Eq tais que
T ˝ Spxq “ x para todo x P E. Então, E é topologicamente isomorfo a um subespaço
complementado de F .
O seguinte teorema é chave para provar um dos nossos resultados principais.
Teorema 1.1.18. (Vide [52, Proposition 1, p. 401]) Seja E “ projiPIEi um limite projetivo
reduzido de elc’s de Hausdorff Ei. Se cada Ei tem a propriedade de aproximação, então E
também tem a propriedade de aproximação.
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Para um estudo mais profundo e detalhado acerca da propriedade de aproxi-
mação (e outras variantes, tais como: propriedade de aproximação compacta, propriedade
de aproximação limitada e propriedade de aproximação métrica), sugerimos os livros
[47, 52, 56, 73] e as notas de aula [63].
1.2 Funções holomorfas entre elc’s
Como mencionamos na seção anterior, esta seção é dedicada a conceitos e
resultados básicos da teoria de holomorfia em dimensão infinita. Esses resultados podem
ser vistos, na grande maioria, nos livros clássicos [30, 64]. Aqui consideramos elc’s complexos
de Hausdorff.
1.2.1 Polinômios
Sejam E e F dois elc’s e n P N. LpnE;F q denotará o espaço vetorial de
todas as aplicações n-lineares (isto é, linear em cada entrada enquanto as outras pn´ 1q
permanecem fixas) de E em F que são contínuas. Lp0E;F q será o espaço vetorial das
funções constantes de E em F , o qual é identificado canonicamente com o F , e obviamente
Lp1E;F q “ LpE;F q. Já LspnE;F q denotará o espaço vetorial de todas as aplicações
n-lineares de E em F que são simétricas e contínuas. Se x, y P E usaremos a notação xmyn
ao invés de px, . . . , xlooomooon
m´vezes
, y, . . . , yloomoon
n´vezes
q para cada m,n P N.
Definição 1.2.1. Sejam E e F espaços vetoriais complexos e n P N0. Uma função
P : E Ñ F é dita polinômio n-homogêneo se existe alguma aplicação n-linear A de E em
F tal que P pxq “ Axn :“ Apx, . . . , xlooomooon
n´vezes
q para todo x P E.
Se E e F são elc’s e A P LpnE;F q então a função P pxq “ Axn, x P E, é um
polinômio n-homogêneo e contínuo. Neste caso, denotamos por PpnE;F q o espaço vetorial
dos polinômios n-homogêneos e contínuos de E em F .
Exemplo 1.2.2. Sejam E e F elc’s, n P N0, ϕ P E 1 e b P F .
paq ϕn : E Ñ C denota o polinômio n-homogêneo e contínuo ϕnpxq :“ ϕpxq ¨ ¨ ¨ϕpxqloooooomoooooon
n´vezes
, x P E.
pbq ϕn ¨ b : E Ñ F denota o polinômio n-homogêneo e contínuo ϕn ¨ bpxq :“ ϕnpxqb, x P E.
pcq Uma classe importante de polinômios n-homogêneos é a classe dos polinômios de tipo
finito denotada por Pf pnE;F q. Este espaço vetorial consiste dos polinômios n-homogêneos
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para algum m P N, onde cj P F e ϕj P E 1 para todo j “ 1, . . . ,m.
Se E e F são espaços de Banach, define-se a norma de P P PpnE;F q como
}P } :“ supt}P pxq} : x P E, }x} ď 1u. Com esta norma PpnE;F q se torna um espaço de
Banach.
Proposição 1.2.3. (Vide [30, p. 12]) Sejam E e F elc’s e n P N. A aplicação
p: LspnE;F q Ñ PpnE;F q, pApxq :“ Axn
para todo A P LspnE;F q e x P E é um isomorfismo algébrico. Denotamos a inversa dessa
aplicação por pˇ¨q.
1.2.2 Funções holomorfas
Aqui mantemos a notação clássica do livro [30].
Notação 1.2.4. Seja U um subconjunto aberto de um elc E. Para cada a P U definimos
o conjunto
Ba :“ tb P E : a` λb P U, |λ| ď 1u.
Ba é o conjunto maximal na família de conjuntos tA Ă E : A é equilibrado, a` A Ă Uu.
Em particular, U é equilibrado se e só se U “ B0.
Definição 1.2.5. (Vide [30, Proposition 3.2 e Definition 3.6]) Sejam U um subconjunto
aberto de um elc E e F um elc completo. Uma função f : U Ñ F é dita holomorfa se
para cada a P U existe uma única sequência de polinômios contínuos pPj,a,f q8j“0, Pj,a,f P





para todo x P Ba. Denotamos por HpU ;F q o espaço vetorial de todas as funções holomorfas
de U em F . Se f é holomorfa em todo E dizemos que ela é uma função inteira, neste
caso denotamos por HpE;F q o espaço vetorial de todas as funções inteiras de E em F .
Escreveremos HpUq ao invés de HpU ;Cq.
Usualmente, escrevemos djfpaq “ j!Pˇj,a,f e pdjfpaq :“ {djfpaq “ j!Pj,a,f para






é chamada de série de Taylor de f em torno de a.
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Pˇ an´jp¨qj se j ă n
0 se j ą n
para cada a P E. Em particular, pdjP p0q “ 0 sempre que j ‰ n.
Exemplo 1.2.7. Sejam E um elc e ϕ P E 1. Se a P E então





uniformemente para x P E. Pela unicidade da expansão da série de Taylor obtemos
pdjeϕpaq “ eϕpaqϕj
para todo a P E e j P N0.
1.2.3 Topologias sobre HpU ;F q
Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos acerca de algumas topo-
logias usuais sobre HpU ;F q que serão utilizados ao longo deste trabalho.








Definição 1.2.8. Sejam U um subconjunto aberto de um elc E e F um elc completo.
paq A topologia compacto-aberta (ou topologia da convergência uniforme sobre os compactos
de U) sobre HpU ;F q, denotada por τ0, é a topologia localmente convexa gerada pelas
seminormas } ¨ }β,K, com K Ă U compacto e β P scpF q.
pbq Assuma F espaço de Banach. Uma seminorma p sobre HpU ;F q é τδ contínua se, para
cada cobertura aberta e crescente pUnq8n“1 de U existem n0 P N e c ą 0 tais que
ppfq ď c}f}Un0
para toda f P HpU ;F q. A topologia τδ sobre HpU ;F q é a topologia localmente convexa
gerada pelas seminormas τδ contínuas.
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Note que τ0 ď τδ (veja [30, Lemma 3.17]). Por outro lado, se U é um subconjunto
aberto e equilibrado de um elc E e f P HpU ;F q então, a série de Taylor de f em torno de






j! “ f (1.2.2)
na topologia τ0.
A seguir, listamos alguns espaços de funções holomorfas importantes.
Exemplo 1.2.9. paq Funções holomorfas limitadas. Sejam E, F espaços de Banach
e U um subconjunto aberto de E. O espaço vetorial H8pU ;F q de todas as funções f P
HpU ;F q que são limitadas, é um espaço de Banach com a norma do supremo.
pbq Funções holomorfas de tipo limitado. Sejam E, F elc’s com F completo e U
um subconjunto aberto de E. Se U “ pUnq8n“1 é uma cobertura aberta e crescente de U ,
H8pU ;F q denota o elc
H8pU ;F q “ tf P HpU ;F q : fpUnq é limitado em F para cada n P Nu
munido com a topologia da convergência uniforme sobre cada Un. Isto é, as seminormas
f P H8pU ;F q Ñ sup
xPUn
βpfpxqq P R
com n P N e β P scpF q, definem a topologia de H8pU ;F q. Se F é um espaço de Banach
então H8pU ;F q se torna um espaço de Fréchet, agora com seminormas
}f}Un “ sup
xPUn
}fpxq}, pf P HpU ;F q e n P Nq.
Ainda mais, se E e F são espaços de Banach e
Un “ tx P U : }x} ă 1{n e dUpxq ą 2´nu, pn P Nq
onde dUpxq é a distância de x ao bordo de U , então H8pU ;F q é conhecido como o espaço
das funções holomorfas de tipo limitado e é denotado por HbpU ;F q. Os elementos de
HbpE;F q são funções inteiras limitadas sobre conjuntos limitados. Não é difícil ver que






›››pdnfp0q›››˙ 1n “ 0.
Finalizamos esta seção com mais uma descrição para a topologia τδ.
Proposição 1.2.10. (Vide [30, Proposition 3.18]) Sejam U um subconjunto aberto de
um elc E e F um espaço de Banach. Então a topologia τδ coincide com a topologia limite
indutivo em relação às aplicações inclusões H8pU ;F q ãÑ HpU ;F q. Isto é,
pHpU ;F q, τδq “ indUH8pU ;F q
topologicamente, onde U varia entre todas as coberturas enumeráveis, abertas e crescentes
de U .
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1.2.4 Pré-duais de funções holomorfas
Começamos esta seção com o Teorema de linearização de Mazet [59, Theorem
3.10], o qual nos permite associar cada função holomorfa com um único operador contínuo
satisfazendo uma certa propriedade universal.
Teorema 1.2.11. (Teorema de linearização de Mazet). Para cada conjunto aberto
U de um elc E existem um elc completo GpUq e uma função holomorfa δU : U Ñ GpUq
com a seguinte propriedade universal: para cada elc completo F e cada função holomorfa









f P HpU ;F q Ñ Tf P LpGpUq;F q (1.2.3)
é um isomorfismo algébrico. Com essa propriedade o espaço GpUq é único a menos de
isomorfismo topológico.
Decorre de (1.2.3) que GpUq1 e HpUq são algebricamente isomorfos, daí que
GpUq é dito o pré-dual de HpUq. Em [61, Theorem 2.1] Mujica e Nachbin, motivados por
uma generalização do Teorema de Ng [69], deram uma outra demonstração ao Teorema de
Mazet e construiram o espaço GpUq como segue:
Se α “ pαnq8n“1 é uma sequência de números positivos e U “ pUnq8n“1 é uma
cobertura aberta e crescente de U , define-se o conjunto
BαU “ tf P H8pUq : sup
xPUn
|fpxq| ď αn para todo n P Nu.
Então
GpUq :“ tu P HpUq˚ : a restrição u|BαU é τ0-contínua para cada α e Uu,
munido com a topologia da convergência uniforme sobre cada conjunto BαU , aqui α varia
entre todas as sequências de números positivos e U varia entre todas as coberturas
enumeráveis, abertas e crescentes de U . Também podemos enxergar o espaço GpUq como
GpUq “ tu P HpUq˚ : u é τ0-contínuo sobre os subconjuntos localmente limitados deHpUqu,
munido com a topologia da convergência uniforme sobre os subconjuntos localmente
limitados de HpUq. As seguintes inclusões seguem diretamente da definição de GpUq:
pHpUq, τ0q1 Ă GpUq Ă pHpUq, τδq1. (1.2.4)
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Por outro lado, definimos a função δU como sendo a aplicação avaliação
δU : x P U Ñ δx P GpUq,
isto é, δxpfq :“ fpxq para todo f P HpUq e x P U . Não é difícil ver que δU P HpU ;GpUqq.
Teorema 1.2.12. (Linearização de funções holomorfas de tipo limitada [62]).
Sejam U um subconjunto aberto de um elc E e U uma cobertura aberta enumerável
crescente de U . Então, existem um espaço (DF e tonelado1) completo G8pUq, e uma
função δU P H8pU ;G8pUqq com a seguinte propriedade universal: para cada elc completo
F e cada função f P H8pU ;F q, existe uma única aplicação Tf P LpG8pUq;F q tal que o








f P H8pU ;F q Ñ Tf P LpG8pUq;F q
é um isomorfismo topológico quando munimos LpG8pUq;F q com a topologia da convergên-
cia uniforme sobre os subconjuntos limitados de G8pUq. Com essas propriedades o espaço
G8pUq é único a menos de isomorfismo topológico.
Neste caso, em [62, Theorem 2.1], Mujica também construiu o pré-dual G8pUq
do espaço H8pUq e a função δU P H8pU ;GpUqq como segue:
G8pUq “ tu P H8pUq1 : a restrição u|BαU é τ0-contínua para todo αu
munido com a topologia da convergência uniforme sobre cada BαU , onde α varia entre todas
as sequências de números positivos. Mais uma vez a função δU é a aplicação avaliação
δU : x P U Ñ δx P G8pUq.
Teorema 1.2.13. (Linearização de funções holomorfas limitadas [60]). Seja
U um subconjunto aberto de um espaço de Banach E. Então, existem um espaço de
Banach G8pUq e uma aplicação δU P H8pU ;G8pUqq com a seguinte propriedade universal:
para cada espaço de Banach F e cada função f P H8pU ;F q, existe uma única aplicação








f P H8pU ;F q Ñ Tf P LpG8pUq;F q
1 Neste trabalho não abordaremos esses conceitos, para o leitor interessado sugerimos [50, 52].
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é um isomorfismo isométrico. Com essas propriedades o espaço G8pUq é único a menos
de isomorfismo isométrico.
A construção do espaço G8pUq e da função δU tem o mesmo espírito das outras
construções. Aliás, na verdade este foi o primeiro teorema de linearização de Mujica [60,
Theorem 2.1].
Observação 1.2.14. Dos teoremas anteriores tem-se os seguintes isomorfismos topológicos
GpUq1i “ pHpUq, τδq, G8pUq1b “ H8pUq e G8pUq1 “ H8pUq. (1.2.5)
Aqui G8pUq1b denota o dual forte de G8pUq, isto é, o dual G8pUq1 munido com a topologia
da convergência uniforme sobre os subconjuntos limitados de G8pUq, e GpUq1i o dual
indutivo de GpUq (veja [14, 42]). Por essa razão os espaços GpUq, G8pUq e G8pUq
são também conhecidos como pré-duais topológicos ou simplesmente pré-duais de HpUq,
H8pUq e H8pUq, respectivamente. Para outras propriedades topológicas desses espaços
sugerimos [17, 18, 19, 26, 27, 28, 60, 61, 62].
Por meio dos isomorfismos em (1.2.5), podemos derivar propriedades topológicas
para espaços de funções holomorfas a partir das propriedades de seus respectivos pré-duais.
1.2.5 Funções inteiras de um dado tipo e uma dada ordem
Nesta seção vamos trabalhar com espaços de Banach complexos, a maioria dos
conceitos e resultados desta seção aparecem em [36, 37] ou, se preferir, ao invés de [36]
veja [53].
Definição 1.2.15. (Nachbin [68]) Sejam E e F espaços de Banach. Um tipo de holomorfia
Θ de E para F é uma sequência de espaços de Banach pPΘpjE;F qq8j“0, a norma sobre
cada um deles será denotada por } ¨ }Θ, tais que as seguintes condições são verificadas:
p1q Cada PΘpjE;F q é um subespaço vetorial de P pjE;F q e PΘp0E;F q coincide com F
como espaço vetorial normado;
p2q existe um número real σ ě 1 para o qual o seguinte se verifica: dados quaisquer n P N0,




Usaremos a notação PΘpjEq em vez de PΘpjE;Cq para todo j P N0.
Conforme o Exemplo 1.2.6, para cada n ď j e P P PΘpjE;F q temos{ˇ
Paj´n “ pj ´ nq!
j!
pdnP paq P PΘpjE;F q,







Exemplo 1.2.16. Sejam E e F espaços de Banach.
paq Claramente pPpjE;F q, } ¨ }q8j“0 é um tipo de holomorfia e›››› 1n! pdnP paq
›››› ď j!n!pj ´ nq!}P }}a}j´n,
para todo a P E, n ď j e P P PpjE;F q. Faremos menção deste tipo de holomorfia como
tipo de holomorfia usual.




n!pj ´ nq!}P }N}a}
j´n ď 2j}P }N}a}j´n,
para todo a P E, n ď j e P P PNpjE;F q.
pcq Um polinômio contínuo P P PpjE;F q é dito aproximável se P P Pf pjE;F q}¨}. A
sequência de polinômios homogêneos contínuos aproximáveis pPApjE;F q, } ¨ }q8j“0 é um
tipo de holomorfia e ›››› 1n! pdnP paq
›››› ď p2eqj}P }}a}j´n,
para todo a P E, n ď j e P P PApjE;F q.
Quando Θ é um dos tipos de holomorfia pPpjE;F q, } ¨ }q8j“0 ou pPNpjE;F q, } ¨ }Nq8j“0,
é possível melhorar a estimativa em (1.2.6) por››››{ˇPaj´n››››
Θ
“ pj ´ nq!n!
j!
›››› 1n! pdnP paq
››››
Θ
ď }P }Θ}a}j´n. (1.2.7)
Como era de esperar, a noção de tipo de holomorfia Θ induz um conceito de
funções holomorfas de Θ-tipo limitado.
Definição 1.2.17. (Funções inteiras de Θ-tipo limitado). Sejam E e F espaços de
Banach e pPΘpjE;F qq8j“0 um tipo de holomorfia de E para F . Uma função f P HpE;F q é










Neste caso denotamos por HΘbpE;F q o subespaço vetorial de HpE;F q de todas as funções
inteiras de Θ-tipo limitado.
Observe que HΘbpE;F q nada mais é que HbpE;F q quando consideramos o tipo
de holomorfia usual.
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Definição 1.2.18. Sejam E um espaço de Banach e pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C. Para cada ρ ą 0 e k ě 1, denotamos por BkΘ,ρ pEq o espaço de Banach














com a norma dada por }¨}Θ,k,ρ (veja [37, Proposition 2.3]).
Segue a partir da definição do espaço BkΘ,ρ pEq que,
PΘpjEq Ă BkΘ,ρ pEq Ă BkΘ,γ pEq
sempre que ρ ď γ e j P N0. Com isso em mente, lembramos a definição de função inteira
de um tipo A ě 0 e ordem finita k ě 1.
Definição 1.2.19. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C, A ě 0 e k ě 1. Denotamos por ExpkΘ,0,A pEq o espaço de Fréchetč
ρąA
BkΘ,ρ pEq
munido com a topologia limite projetivo em relação às aplicações de inclusão ExpkΘ,0,A pEq ãÑ
BkΘ,ρ pEq, ρ ą A (veja [37, Proposition 2.7]). Tal topologia é gerada pela família de normas




Na Proposição 2.7(b) de [37] foi provado que o espaço ExpkΘ,0,A pEq com k ą 1
e A ě 0 é de Fréchet, mas essa mesma demonstração funciona bem para o caso k “ 1.
Os elementos de ExpkΘ,0,A pEq são ditos funções inteiras de ordem k e Θ-tipo exponencial
menor ou igual que A. Usualmente escrevemos Expk0,A pEq ao invés de ExpkΘ,0,A pEq quando
consideramos o tipo de holomorfia usual.
Proposição 1.2.20. (Vide [37, Proposition 2.5]) Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0
um tipo de holomorfia de E para C e k ě 1. Seja f P H pEq tal que pdjf p0q P PΘ pjEq para
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Exemplo 1.2.21. Sejam n P N e A ą 0. Todo elemento de Exp10,A pCnq é uma função
inteira sobre Cn que satisfaz uma condição de crescimento exponencial. De fato, seja







é a representação em série de Taylor de f em torno de 0 (na notação clássica da análise
em varias variáveis complexas), então
lim sup
|α|Ñ`8
|Dαfp0q| 1|α| ď A.
Daí, para cada  ą 0 existe Cpq ą 0 tal que
|Dαfp0q| ď CpqpA` q|α|






α1 ¨ ¨ ¨ |wn|αn ď CpqepA`q}w}
para todo w “ pw1, . . . , wnq P Cn.
Vamos agora estudar as funções inteiras de ordem infinita.
Definição 1.2.22. (Vide [37, Definition 2.8 e Proposition 2.9]) Sejam E um espaço
de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia de E para C e A ě 0. Denotamos por
Exp8Θ,0,A pEq o espaço de Fréchet de todas as f P H pB p0; 1{Aqq tais que pdjf p0q P PΘ pjEq
para todo j P N0 e
lim sup
jÑ`8

















Na definição anterior B p0; 1{Aq denota a bola aberta em E de centro 0 e
raio 1{A, e por convenção B p0; 1{0q :“ E. Usualmente escrevemos Exp8Θ,0 pEq em vez de
Exp8Θ,0,0 pEq.
Observação 1.2.23. Note que o espaço Exp8Θ,0 pEq coincide com o espaço HΘbpEq. Em
particular, Exp80 pCnq “ HbpCnq “ HpCnq para todo n P N.
Definição 1.2.24. Sejam E e F espaços de Banach. Um tipo de holomorfia pPΘpjE;F qq8j“0
de E para F é dito um pi1-tipo de holomorfia se satisfaz as seguintes condições:
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p1q Pf pjE;F q Ă PΘpjE;F q e existe M ą 0 tais que }ϕj ¨ b}Θ ď M j}ϕ}j}b} para todo
ϕ P E 1, b P F e j P N0;
p2q para cada j P N0, Pf pjE;F q é denso em pPΘpjE;F q, } ¨ }Θq.
Os tipos de holomorfia do Exemplo 1.2.16(b-c) são mesmo um pi1-tipo de
holomorfia, pPpjCnqq8j“0 é também um pi1-tipo de holomorfia. De outra parte, para cada
n ď j, um polinômio P P PΘpjE;F q induz um outro polinômio zˇP p¨qn P PΘpj´nE;PΘpnEqq
dado por zˇ
P p¨qnpyq :“ Pˇ p¨qnyj´n “ {ˇPyj´n
para todo y P E. Dado um funcional T P “ExpkΘ,0,A pEq‰1, por um lado T ˝ zˇP p¨qn P Ppj´nEq






































k }P } .
Aqui nós consideramos k P r1,`8q, mas tudo isso é também válido no caso k “ `8.
Nesse caso, ››››T ˝ zˇP p¨qn›››› ď Cρ´n }P } .






k }P }N e
››››T ˝ zˇP p¨qn››››
N
ď Cρ´n }P }N .
Tudo isso motiva a seguinte definição.
Definição 1.2.25. Sejam E um espaço de Banach, k P r1,`8s e A ě 0. Um tipo de
holomorfia pPΘpjEqq8j“0 de E para C é dito um pi2,k-tipo de holomorfia se, para cada
T P “ExpkΘ,0,A pEq‰1, as seguintes condições são verificadas:
p1q para cada j P N0 e n P N0, n ď j, se P P PΘ pjEq e B P Ls pjEq é tal que P “ pB, então
o polinômio
T
´{Bp¨qn¯ : E ÝÑ C
y ÞÝÑ T `Bp¨qnyj´n˘
pertence ao espaço PΘ pj´nEq;
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p2q existem constantes C ą 0 e ρ ą A tais que
|Tf | ď C }f}Θ,k,ρ , se k P r1,`8q,
e
|Tf | ď Cp8Θ,ρ pfq , se k “ `8,






k }P }Θ , se k P r1,`8q,
e ›››T ´{Bp¨qn¯›››
Θ
ď CDpqp1` qjρ´n }P }Θ , se k “ `8.
para todo P P PΘ pjEq, j P N0 e n P N0, n ď j.
Observação 1.2.26. piq A condição (2) da definição de pi2,k-tipo de holomorfia tem uma
ligeira diferença com a definição original introduzida em [38, Definition 3.7]. Na definição
original a condição (2) é substituída por:
p21q Existem constantes C ą 0 e ρ ą A tais que
|Tf | ď C }f}Θ,k,ρ , se k P r1,`8q,
e
|Tf | ď Cp8Θ,ρ pfq , se k “ `8,






k }P }Θ , se k P r1,`8q,
e ›››T ´{Bp¨qn¯›››
Θ
ď CM jρ´n }P }Θ , se k “ `8.
para todo P P PΘ pjEq, j P N0 e n P N0, n ď j.
Entretanto, todos os resultados deste trabalho em que se exige a condição de
pi2,k-tipo de holomorfia na hipótese, valem tanto com a condição p21q quanto com a condição
p2q, exceto a Proposição 3.2.5, e portanto suas consequências, que são: o Corolário 3.2.6, o
Teorema 3.2.9, o Corolário 3.2.10 e o Corolário 3.2.11. Para estes resultados, foi necessário
usar a condição p2q e foi por isso que preferimos usar essa definição. Mas cabe ressaltar que
todos os exemplos conhecidos de pi2,k-tipo de holomorfia (polinômios nucleares, aproximáveis
e usuais) satisfazem a condição com constante M “ 1.
piiq Quando k “ `8 e A “ 0, os conceitos de pi2,8-tipo de holomorfia e pi2-tipo de holomorfia
(veja [36]) coincidem, e por isso escrevemos pi2,8 “ pi2. Se utilizarmos a condição p21q
ao invés de p2q a noção de pi2,8-tipo de holomorfia coincide com a noção de pi2-tipo de
holomorfia dada em [13, Definition 2.5], que nada mais é do que um refinamento da noção
de pi2-tipo de holomorfia de [36], em que aparece a referida constante M .
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Depois de toda essa terminologia, vamos agora apresentar alguns resultados
básicos relacionados com a transformada de Fourier-Borel e os operadores de convolução,
que serão usados no Capítulo 3.
Teorema 1.2.27. (Vide [37, Definition 4.4, Theorems 4.6 and 4.9]) Sejam E um espaço
de Banach, k P p1,`8s, A ě 0 e pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de E para C.
Então a transformada de Fourier-Borel, que denotamos por F :
piq
F : “ExpkΘ,0,A pEq‰1 ÝÑ HpE 1q,
dada por FT pϕq “ T peϕq para todo T P “ExpkΘ,0,A pEq‰1 e ϕ P E 1,
piiq
F : “Exp1Θ,0,A pEq‰1 ÝÑ HpBE1p0;Aqq,
dada por FT pϕq “ T peϕq para todo T P “Exp1Θ,0,A pEq‰1 e ϕ P E 1 com }ϕ} ă A e A ą 0,
é um operador injetivo.




mas em [37, Definition 4.7] os autores introduziram uma outra definição com o intuito de
estabelecer um isomorfismo algébrico entre
“
Exp1Θ,0,A pEq
‰1 e um outro espaço.
Proposição 1.2.28. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, k P p1,`8s,
A ą 0 e pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de E para C. Então os espaços ExpkΘ,0 pEq
e Exp1Θ,0,A pEq são separáveis.
Demonstração. Primeiro provaremos que ExpkΘ,0 pEq é separável. Para isso, seja tϕn : n P
Nu denso em E 1. Afirmamos que spanteϕn : n P Nu é denso em ExpkΘ,0 pEq. De fato, pelo
Teorema de Hahn-Banach é suficiente provar que se um funcional T P rExpkΘ,0pEqs1 é
nulo sobre spanteϕn : n P Nu, então T é identicamente zero. Como a transformada de
Fourier-Borel é um operador injetivo, basta mostrar que FT “ 0. Pela suposição
FT pϕnq “ T peϕnq “ 0
para todo n P N. Como tϕn : n P Nu é denso em E 1 e FT é uma função contínua, segue
que FT “ 0. Portanto, ExpkΘ,0 pEq é separável.
Para provar que Exp1Θ,0,A pEq é separável procedemos como antes, pois a bola
aberta em E 1 de centro zero e raio A é também separável (com a topologia induzida de
E 1), e a transformada de Fourier-Borel sobre Exp1Θ,0,A pEq é um operador injetivo.
Os dois resultados seguintes aparecem em [38, Propositions 3.1 and 3.3], res-
pectivamente, trabalho este que está atualmente submetido para publicação. Embora
tenhamos tudo para justificar tais resultados agora, por questão de objetividade preferimos
incluir as demonstrações desses fatos no Apêndice.
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Proposição 1.2.29. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C, k P r1,`8s e A ě 0. Se f P ExpkΘ,0,A pEq e a P E, então pdnf p¨q a P
ExpkΘ,0,σA pEq para qualquer constante σ satisfazendo a condição p3q da Definição 1.2.15.





dj`nf p0q p¨qj paq , (1.2.8)
na topologia de ExpkΘ,0,σA pEq.
Lembramos que τaf “ fp¨ ´ aq representa o operador translação por a.
Proposição 1.2.30. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia







na topologia de ExpkΘ,0 pEq .
Essa última proposição garante que todo operador translação sobre ExpkΘ,0 pEq
está bem definido e é contínuo. Sendo assim, podemos definir os operadores de convolução
sobre ExpkΘ,0 pEq como antes, ou seja, operadores contínuos que comutam com todas as
translações. Denotamos o conjunto de todos os operadores de convolução sobre ExpkΘ,0 pEq
por AkΘ,0 e por γkΘ,0 a aplicação linear




dada por γkΘ,0 pLq pfq “ pLfq p0q , para toda f P ExpkΘ,0 pEq e todo L P AkΘ,0.
1.3 Dinâmica Linear
Os conceitos introdutórios apresentados nesta seção ajudarão o leitor a com-
preender e avaliar melhor os resultados dos Capítulos 3 e 4. Grande parte dos conceitos e
resultados aqui discutidos estão registrados no livro clássico de Grosse-Erdmann e Peris
[46, Chapters 9 e 12]. Nesta seção trabalharemos com evt’s complexos de Hausdorff.
Definição 1.3.1. Um sistema dinâmico linear é um par pE, T q consistindo de um evt E
e um operador contínuo T : E Ñ E.
Usualmente dizemos que T ou T : E Ñ E é um sistema dinâmico linear.
Definição 1.3.2. Um sistema dinâmico T : E Ñ E é dito topologicamente transitivo se,
para qualquer par U, V de subconjuntos abertos não vazios de E, existe algum n ě 0 tal
que
T npUq X V ‰ H.
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Em outras palavras, dados U, V abertos e não vazios de E sempre existe uma
potência de T que leva algum ponto de U para V .
Definição 1.3.3. Um sistema dinâmico T : E Ñ E é dito misturador (em Inglês, mixing)
se, para qualquer par U, V de subconjuntos abertos não vazios de E, existe algum N ě 0
tal que
T npUq X V ‰ H
para todo n ě N .
Obviamente, mistura é uma noção mais forte que transitividade topológica.
Num sistema dinâmico T : E Ñ E, um vetor x P E é dito vetor periódico de T se existe
algum n P N tal que T nx “ x.
Definição 1.3.4. (Caos linear). Um operador contínuo T sobre um evt E é dito caótico
se satisfaz as seguintes condições:
(i) T é topologicamente transitivo;
(ii) T tem um conjunto denso de vetores periódicos.
Essa definição de caos em evt’s foi proposta por Bonet em [15], que adotou
a definição original do caos de Devaney. Para V Ă E chamamos de órbita de V sob T ,
denotado por orbT pV q, o conjunto




Outros autores também denotam a órbita de V sob T como orbpV, T q, ou OpV, T q, ou
OpT, V q. Quando V é um conjunto unitário, o estudo dessa órbita tem tido bastante
agitação nas últimas duas décadas.
1.3.1 Hiperciclicidade e n-superciclicidade
Começaremos estudando o comportamento das órbitas de conjuntos unitários.
Definição 1.3.5. Um operador contínuo T sobre um evt E é dito hipercíclico se existe
algum x P E cuja órbita sob T (isto é, orbpx, T q “ tT nx : n P N0u) é densa em E. Em tal
caso, x é dito um vetor hipercíclico para T .
O estudo de operadores hipercíclicos exige que o espaço em questão seja
separável.
Exemplo 1.3.6. (Godefroy-Shapiro [45]). Todo operador de convolução não trivial
(isto é, um operador de convolução que não é um múltiplo escalar da identidade) sobre
HpCnq, é hipercíclico e caótico.
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Faremos menção a esse exemplo algumas vezes ao longo do texto com o propósito
de refletir acerca dos operadores de convolução.
Proposição 1.3.7. (Vide [46, Proposition 1.15]) Todo operador hipercíclico sobre um evt
é topologicamente transitivo.
A recíproca dessa proposição deixa de ser verdadeira no contexto geral de evt’s,
mas quando consideramos operadores contínuos sobre espaços de Fréchet, o Teorema da
transitividade de Birkhoff garante a volta. A referência clássica onde encontramos um
resultado que contradiz a recíproca de tal proposição é [15, Example 1], ou se preferir,
veja [46, Example 12.9]. Tal resultado é devido a Bonet, que considerou um operador de
Rolewicz sobre um espaço normado de dimensão infinita, de fato enumerável, e portanto
incompleto.
Um dos nossos resultados principais também contradiz a volta da Proposição
1.3.7, só que desta vez consideramos um elc não metrizável de dimensão infinita e completo.
Mais precisamente, no Teorema 4.2.2 provamos que todo operador de convolução não
trivial sobre HpCNq é topologicamente transitivo, de fato, eles são mesmo misturadores.
Como sabemos de [39], esses operadores não são hipercíclicos.
Definição 1.3.8. Um operador contínuo T sobre um evt E é dito cíclico se existe algum
x P E tal que o espaço gerado por orbpx, T q, spantT nx : n P N0u, é denso em E. Em tal
caso, x é dito um vetor cíclico para T .
O estudo de vetores cíclicos está fortemente relacionado com o Problema do
Subespaço Invariante, o qual permanece em aberto para o caso em que o espaço de Banach
é um espaço de Hilbert. A ponte que une essas duas teorias é que o menor subespaço
fechado T -invariante de E que contém x é o fecho do espaço gerado por orbpx, T q.
Definição 1.3.9. Um operador contínuo T sobre um evt E é dito n-supercíclico, n P N,
se existe algum subespaço V de E de dimensão n tal que o espaço gerado por orbT pV q
é denso em E. Em tal caso, V é dito um subespaço supercíclico para T . Um operador
1-supercíclico é geralmente conhecido como um operador supercíclico.
Então vale o seguinte diagrama:




Neste trabalho provamos que os operadores de convolução sobre HpCNq não
são cíclicos nem n-supercíclicos, para qualquer n P N, melhorando um resultado de [39],
vide Capítulo 4.
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1.3.2 Operadores frequentemente hipercíclicos
O célebre Teorema Ergódico de Birkhoff (veja Teorema 1.3.13 abaixo) sugere
uma variante mais forte que hiperciclicidade, chamada de hiperciclicidade frequentemente.
A densidade inferior de um subconjunto A Ă N0 é definida por
denspAq “ lim inf
NÑ`8
cardt0 ď n ď N : n P Au
N ` 1 .
Definição 1.3.10. (Vide [8, 9]) Um operador contínuo T sobre um espaço de Fréchet E é
dito frequentemente hipercíclico se existe algum x P E tal que, para qualquer subconjunto
aberto não vazio U de E, denstn P N0 : T nx P Uu é positiva. Neste caso, x é dito um vetor
frequentemente hipercíclico para T . O conjunto dos vetores frequentemente hipercíclicos
para T é denotado por FHCpT q.
Hiperciclicidade frequente é uma noção mais forte que hiperciclicidade (veja
[46, Proposition 9.3]). Mas, essas noções não coincidem, veja [9, Example 2.9] ou [46,
Example 9.18].
Exemplo 1.3.11. (Bonilla e Grosse-Erdmann). Em [16] Bonilla e Grosse-Erdmann
estenderam o resultado de Godefroy e Shapiro (Exemplo 1.3.6), provando que os operadores
de convolução não triviais sobre HpCnq, n P N, são de fato, frequentemente hipercíclicos.
Como essa noção foi inspirada pela teoria ergódica, cabe a nós lembrar, pelo
menos, alguns conceitos básicos da teoria da medida.
Definição 1.3.12. Sejam T um operador contínuo sobre um evt E e µ uma medida de
probabilidade de Borel sobre E.
(i) µ é dita T -invariante (ou se preferir, T é dito µ-invariante) se µpT´1pAqq “ µpAq para
todo conjunto de Borel A Ă E.
(ii) µ tem suporte completo se µpUq ą 0 para todo subconjunto aberto não vazio U Ă E.
(iii) T é dito fortemente misturador em relação a µ se para quaisquer dois conjuntos de
Borel A,B Ă E tem-se
lim
nÑ8µpAX T´npBqq “ µpAqµpBq.
(iv) T é dito ergódico em relação a µ se, para quaisquer dois conjuntos de Borel A e B
com µpAq ą 0 e µpBq ą 0, existe algum n P N0 tal que µpAX T´npBqq ą 0.
Note que se T é fortemente misturador em relação a µ, então T é ergódico
em relação a µ. Se T é ergódico em relação a µ e µ tem suporte completo então T é
topologicamente transitivo. Finalmente, se T é fortemente misturador em relação a µ e µ
tem suporte completo, então T é misturador.
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Teorema 1.3.13. (Teorema ergódico de Birkhoff [10, Theorem 5.3]). Sejam
pX,B, µq um espaço de probabilidade e T uma função mensurável sobre X. Suponha ainda





fpT nxq NÑ`8 // ş
X
fdµ µ´ qtp.
Observação 1.3.14. Sejam T um operador contínuo sobre um espaço de Fréchet separável
E e µ uma medida de probabilidade de Borel sobre E, T -invariante com suporte completo.
Então, por uma aplicação do Teorema ergódico de Birkhoff temos que, se T é ergódico em
relação a µ então T é frequentemente hipercíclico e µpFHCpT qq “ 1. Isto é, FHCpT q “ E
µ-qtp, vide [10, Corollary 5.5] ou [46, p. 236].
1.3.3 Caos de Li–Yorke em evt’s
A noção de caos é uma das ideias mais importantes no estudo de sistemas
dinâmicos. A definição de caos de melhor aceitação no contexto linear é aquela introduzida
por Devaney em [29], a qual descreve três propriedades específicas do caos determinístico,
a saber: transitividade topológica, dependência sensitiva sobre condições iniciais (mais
conhecido como o efeito borboleta) e a tal periodicidade. Uma outra noção importante de
caos na dinâmica topológica é aquela introduzida em 1975 por Li e Yorke em [55], essa
foi a primeira definição matemática de caos que atualmente é conhecida como caos de
Li–Yorke. A noção de caos de Li–Yorke no contexto linear foi desenvolvida inicialmente
para operadores contínuos sobre espaços de Banach, mas recentemente Bernardes et al
[12] estudaram a noção de caos no sentido de Li–Yorke e suas variantes no contexto de
espaços de Fréchet, resgatando muitos dos resultados válidos em espaços de Banach.
Observação 1.3.15. Sejam pX, dq um espaço métrico e f : X Ñ X uma função contínua.
Um par px, yq P X ˆX é dito par Li–Yorke para f se
lim inf
nÑ`8 dpf
npxq, fnpyqq “ 0 e lim sup
nÑ`8
dpfnpxq, fnpyqq ą 0.
Um conjunto misturado (em Inglês, scrambled) para f é um subconjunto S de X tal que
px, yq é um par Li-Yorke para f sempre e quando x e y sejam pontos distintos de S. Uma
função f é dita Li–Yorke caótica se ela admite um conjunto misturado não enumerável.
Por [12, Theorem 9], todo operador hipercíclico é Li–Yorke caótico.
Passando a situações mais gerais, recentemente, em [2] Arai introduziu uma
definição matemática de caos no sentido Li–Yorke para uma ação de um grupo sobre
espaços uniformes. Nesse trabalho ele prova que, sob condições adequadas, caos no sentido
de Devaney também implica caos de Li–Yorke. Como todo evt é trivialmente um espaço
uniforme, aqui vamos adotar e adaptar essa definição de caos.
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Definição 1.3.16. (Par Li–Yorke em evt). Num sistema dinâmico T : E Ñ E sobre
um evt E, um par px, yq P EˆE é dito par Li–Yorke para T se a sequência tT npx´yqu8n“1
não converge a zero, mas contém uma subrede que converge a zero.
Observação 1.3.17. Notemos que a definição de par Li–Yorke para um operador contínuo
sobre um evt é consistente com a definição de par Li–Yorke para um operador contínuo
sobre um evt metrizável. De fato, sejam pX, dq um evt metrizável com métrica invariante
sob translações e T : X Ñ X um operador contínuo. Se px, yq é um par Li–Yorke para
T no sentido de evt’s, então a sequência tdpT npx´ yq, 0qu8n“1 não converge a zero, mas
contém uma subsequência que converge a zero, isto é,
lim inf
nÑ`8 dpT
npxq, T npyqq “ lim inf
nÑ`8 dpT




dpT npxq, T npyqq “ lim sup
nÑ`8
dpT npx´ yq, 0q ą 0,
ou seja, px, yq é um par Li–Yorke no sentido de espaços métricos.
O conceito de conjunto misturado para um operador contínuo sobre um evt é
análogo ao conceito em espaços métricos.
Definição 1.3.18. Um operador contínuo T sobre um evt E é dito Li–Yorke caótico se
ele admite um conjunto misturado não enumerável.
No Capítulo 4 veremos um dos nossos resultados principais, a saber; todo
operador de convolução não trivial sobre HpCNq (elc não metrizável) é Li–Yorke caótico.
Em [12] os autores provaram várias propriedades sobre caos de Li–Yorke para operadores
contínuos sobre espaços de Fréchet. Baseado nesses resultados, neste trabalho estendemos
muitos desses resultados para operadores contínuos sobre evt’s. Os seguintes conceitos são
uma generalização para evt’s daqueles conceitos que aparecem em [12] para espaços de
Fréchet.
Definição 1.3.19. Seja T : E Ñ E um operador linear contínuo sobre um evt E. Um
vetor x P E é dito vetor semi-irregular para T se a sequência pT nxq8n“1 não converge a
zero, mas contém uma subrede convergindo para zero.
Conforme foi observado em [12], essa noção de vetor semi-irregular faz sentido
só em ambientes de dimensão infinita, pois aplicando a forma de Jordan pode-se mostrar
que nenhum operador sobre um espaço de dimensão finita possui vetor semi-irregular.
Note também que px, yq P E ˆ E é um par Li–Yorke para T se, e só se, x´ y é um vetor
semi-irregular para T . O seguinte teorema, embora seja simples de provar, é extremamente
útil para conseguirmos nosso resultado acerca de caos de Li–Yorke. Ele será frequentemente
citado ao longo deste trabalho.
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Teorema 1.3.20. Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre um evt E. As seguintes
condições são equivalentes:
(i) T é Li–Yorke caótico,
(ii) T admite um par Li–Yorke,
(iii) T admite um vetor semi-irregular.
Demonstração. As implicações (i) ñ (ii) ñ (iii) são imediatas.
(iii) ñ (i) Seja x um vetor semi-irregular para T . Então para todo α, λ P C
com α ‰ λ, a sequência tT npαx´ λxqu8n“1 não converge a zero, mas contém uma subrede
convergindo para zero. Segue então que spantxu é um conjunto misturado não enumerável
para T e consequentemente T é Li–Yorke caótico.
Perceba então o quanto esse teorema é poderoso: Já não é preciso estudar o
caos de Li–Yorke num contexto “global” senão apenas num contexto “pontual”. Aplicando
este teorema obtemos rapidamente o seguinte corolário.
Corolário 1.3.21. Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre um evt E. Se T é
hipercíclico então é Li–Yorke caótico.
A recíproca deste corolário é falsa, veja o Teorema 4.2.4.
Definição 1.3.22. Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre um evt E.
paq T é dito densamente Li–Yorke caótico se ele admite um conjunto misturado denso não
enumerável.
pbq T é dito densamente fraco Li–Yorke caótico (abreviado, densamente w-Li–Yorke caótico)
se o conjunto de todos os pares Li–Yorke para T é denso em E ˆ E.
Note que o seguinte diagrama é válido:
Densamente Li–Yorke caótico ùñ Densamente w-Li–Yorke caótico ùñ Li–Yorke caótico
No entanto, Li–Yorke caótico não necessariamente implica densamente Li–Yorke
caótico, veja [71, Remark 2.3], por exemplo.
Teorema 1.3.23. Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre um evt E. Considere as
seguintes condições:
(i) T é densamente Li–Yorke caótico.
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(ii) T é densamente w-Li–Yorke caótico.
(iii) T admite um conjunto denso de vetores semi-irregulares.
Então (i) ñ (ii) ñ (iii).
Demonstração. A implicação (i) ñ (ii) é imediata.
(ii) ñ (iii) Sejam x P E e V uma vizinhança de zero em E. Então x` V é uma
vizinhança de x. Vamos provar que x` V contém um vetor semi-irregular para T . De fato,
seja U uma vizinhança de zero equilibrada em E tal que U ` U Ă V . Por hipótese, existe
um par Li–Yorke pa, bq para T tal que pa, bq P px, 0q ` pU ˆ Uq, segue que a´ x, b P U e
por sua vez
a´ x´ b P U ´ U Ă U ` U Ă V.
Portanto, y :“ a´ b é um vetor semi-irregular para T que pertence a x` V .
Em [12], os autores mostraram que essas afirmações são mesmo equivalentes
para operadores contínuos sobre espaços de Fréchet separáveis. Eles usaram fortemente
o fato de ser espaço métrico completo, sendo o Teorema de Baire a ferramenta chave.
Nós não sabemos se pelo menos duas dessas afirmações são equivalentes para operadores
contínuos sobre evt’s separáveis.
Proposição 1.3.24. Sejam E um elc, T : E Ñ E um operador contínuo e T ˚ o operador
adjunto de T . Se T ˚ possui um autovalor λ P C com |λ| ě 1, então T não é densamente
w-Li–Yorke caótico.
Demonstração. Sejam λ um autovalor de T ˚ e ϕ P E 1, ϕ ‰ 0, tais que T ˚ϕ “ λϕ. Logo
ϕpT nxq “ ppT ˚qnϕqpxq “ λnϕpxq
para todo x P E. Agora suponha que T seja densamente w-Li–Yorke caótico. Em seguida,
pelo teorema anterior, T admite um conjunto denso de vetores semi-irregulares. De modo
que existe x P E vetor semi-irregular para T tal ϕpxq ‰ 0. Seja pT φpγqxqγPΛ uma subrede
de pT nxq8n“1 que converge a zero. Então
λφpγqϕpxq “ ϕpT φpγqxq Ñ 0,
isso implica que |λ| ă 1.
O seguinte resultado foi provado em [51, Proposition 2.8] no caso em que E é
um espaço de Banach, nós adaptamos essa demonstração para espaços localmente convexos.
Proposição 1.3.25. Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre um elc E. Se o espaço
vetorial gerado pelos ϕ P E 1 tais que T ˚ϕ “ λϕ para algum λ P C com |λ| ě 1 é fracamente
denso em E 1, então T não é Li–Yorke caótico.
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Demonstração. Seja 0 ‰ x P E. Claramente a aplicação avaliação δx sobre E 1, definida por,
δxpϕq “ ϕpxq para todo ϕ P E 1, é fracamente contínua e diferente de zero. Pela hipótese
existe ϕ0 P E 1 tal que T ˚ϕ0 “ λϕ0 para algum λ P C com |λ| ě 1 e δxpϕ0q ‰ 0. Logo
|ϕ0pT nxq| “ |pT ˚qnϕ0pxq| “ |λnϕ0pxq| ě |ϕ0pxq| ą 0,
para todo n P N. De modo que não existe subrede de pT nxq8n“1 que converge a zero. Assim
T não possui vetor semi-irregular e então (pelo Teorema 1.3.20) não pode ser Li–Yorke
caótico.
Os seguintes diagramas ilustram, em dois contextos diferentes, a relação entre
as diversas propriedades dinâmicas estudas neste trabalho.
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Capítulo 2
Pré-duais de espaços de funções
holomorfas e a propriedade de
aproximação
Diversos autores têm estudado propriedades topológicas do espaço GpUq (veja
[17, 18, 19, 25, 26, 44, 61], apenas por citar alguns). Por exemplo, em [19, Theorem 14],
Boyd provou que se U é um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço Fréchet–Montel
E tal que GpEq é Montel2, então E tem a propriedade de aproximação se e somente se
GpUq tem a propriedade de aproximação. Um outro resultado nessa direção é devido a
Çaliskan [26, Proposition 6.6], que provou que se U é um subconjunto aberto e equilibrado
de um espaço de Fréchet E, então E tem a propriedade de aproximação compacta se e
somente se GpUq tem a propriedade de aproximação compacta.
Neste capítulo representamos o pré-dual GpUq do espaço das funções holomorfas
como o limite projetivo dos espaços G8pUq (veja Teorema 2.1.5), onde U varia entre todas
as coberturas enumeráveis, abertas e crescentes de U . Como aplicação deste resultado,
provamos que se U é um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço de Banach E,
então E tem a propriedade de aproximação se e somente se GpUq tem a propriedade de
aproximação. Nós também fornecemos uma outra demonstração para um resultado de
Aron e Schottenloher [3, Theorem 2.2], o qual afirma que se U é um subconjunto aberto
e equilibrado de um espaço de Banach E e E tem a propriedade de aproximação, então
pHpUq, τ0q tem a propriedade de aproximação.
Vale ressaltar que, um espaço de Banach é Montel se e somente se ele tem
dimensão finita. Em consequência, a classe de espaços estudados por Boyd [19, Theorem
14] e a classe de espaços sob nosso estudo são, em geral, diferentes. Por outro lado, sabemos
que a propriedade de aproximação implica a propriedade de aproximação compacta, mas
2 Um elc de Hausdorff é dito de Montel se ele é reflexivo e todo subconjunto limitado é relativamente
compacto. Enquanto Fréchet–Montel é um elc que é Fréchet e Montel.
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a recíproca em geral é falsa (veja [75]).
Os resultados deste capítulo estão publicados em [22].
2.1 Uma descrição de GpUq como um limite projetivo
Em [62] Mujica estudou a relação entre os pré-duais G8pUq e G8pUq obtendo,
em particular, o seguinte resultado.
Teorema 2.1.1. Sejam U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço de Banach E
e U “ pUnq8n“1 uma sequência crescente de subconjuntos abertos, equilibrados e limitados
de U tal que U “ Ť8n“1 Un e ρnUn Ă Un`1, com ρn ą 1, para cada n P N. Então
paq G8pUq “ indnPNG8pUq topologicamente.
pbq G8pUq tem a propriedade de aproximação se e somente se E tem a propriedade de
aproximação.
Motivados por este teorema, estudamos a relação entre os pré-duais GpUq e
G8pUq e investigamos condições suficientes e necessárias para queGpUq tenha a propriedade
de aproximação. Mais especificamente, no Corolário 2.1.16 provaremos que
GpUq “ projUG8pUq
topologicamente, onde U varia entre todas as coberturas de U que satisfazem as condições
do teorema anterior. Depois, como aplicação direta dessa representação, provamos no
Teorema 2.2.4 que se E tem a propriedade de aproximação, então GpUq também tem tal
propriedade. Antes disso, introduzimos algumas notações que iremos usar no decorrer
deste capítulo e preparamos o caminho para construir o limite projetivo dos pré-duais
G8pUq.
Notação 2.1.2. Seja U um subconjunto aberto de um elc E (sempre complexo e de
Hausdorff). Denotaremos por ApUq a família de todas as coberturas enumeráveis, abertas
e crescentes U de U . Se não houver confusão com o conjunto U , escreveremos A em vez de
ApUq. Definimos a relação inclusão ď em A como segue: se U “ pUnq8n“1 e V “ pVnq8n“1
são coberturas abertas e crescentes de U então,
U ď V se e somente se Vn Ă Un para todo n P N. (2.1.1)
O conjunto A é dirigido sob a relação inclusão ď. De fato, dadas U “ pUnq8n“1 e V “ pVnq8n“1
em ApUq, considere
W “ pUn X Vnq8n“1.
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Então W é uma sequência crescente de conjuntos abertos tal que W ě U e W ě V e, não





Segue que W P ApUq, e assim a família é dirigida sob a relação ď.
Sejam U “ pUnq8n“1 e V “ pVnq8n“1 em A. Se U ď V então
}f}Vn ď }f}Un (2.1.2)
para todo n P N e f P H8pUq. De modo que H8pUq Ă H8pVq e a aplicação inclusão





pois toda função contínua é localmente limitada. Lembramos a Proposição 1.2.10
pHpUq, τδq “ indUPAH8pUq
topologicamente. Isto é, a topologia τδ sobre HpUq coincide com a topologia indutiva em
relação às aplicações inclusões H8pUq ãÑ HpUq. Também não podemos esquecer que
pHpUq, τ0q1 Ă GpUq Ă pHpUq, τδq1.
Lema 2.1.3. Sejam U um subconjunto aberto de um elc E e U P A. Então a aplicação
restrição
RU : GpUq Ñ G8pUq, RUϕ :“ ϕ|H8pUq, ϕ P GpUq
é linear e contínua.
Demonstração. Antes de tudo, vamos provar que RU está bem definida. Para isso, conside-
remos ϕ P GpUq e verifiquemos que a restrição ϕ|H8pUq P G8pUq, ou seja, ϕ|H8pUq P H8pUq1
e ϕ|BαU é τ0-contínua para toda sequência α de números positivos. Primeiramente, é claro
que ϕ|H8pUq é linear, pois ϕ P HpUq˚. Como a inclusão H8pUq ãÑ pHpUq, τδq é contínua,
segue que a aplicação ϕ|H8pUq : H8pUq Ñ C é contínua, uma vez que a função composta
H8pUq   // pHpUq, τδq ϕ // C
é contínua. De outra parte, por ϕ P GpUq temos que ϕ|BαU é τ0-contínua para cada
BαU Ă H8pUq e, portanto, RU está bem definida.
Naturalmente RU é uma aplicação linear. Agora, para provar que RU é contínua,
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Por um lado, a topologia de G8pUq é gerada pelas seminormas
pαpψq :“ supt|ψpfq| : f P BαUu, para todo ψ P G8pUq,
onde α varia entre todas as sequências de números positivos e, por outro lado, a topologia
de GpUq é gerada pelas seminormas
pαVpϕq :“ supt|ϕpfq| : f P BαVu, para todo ϕ P GpUq,
onde α varia entre todas as sequências de números positivos e V P A. Nesta terminologia
temos
pαpRUϕq “ pαUpϕq
para todo ϕ P GpUq e toda sequência α de números positivos. Portanto, RU é contínua.
Não é difícil verificar que RU ˝ δU “ δU . Segue do Teorema de linearização de
Mazet que RU é a linearização da função holomorfa δU P H8pU , G8pUqq.
Lema 2.1.4. Seja U um subconjunto aberto de um elc E. A família tG8pUq, ΠUV :
U ,V P A e U ď Vu onde
ΠUV : G8pVq Ñ G8pUq, ΠUVψ :“ ψ|H8pUq para todo ψ P G8pVq,
é um sistema projetivo.
Demonstração. Primeiro de tudo, vamos provar que ΠUV , U ď V , está bem definido. Para
isso, consideremos ψ P G8pVq e verifiquemos que a restrição ψ|H8pUq P G8pUq, ou seja,
ψ|H8pUq P H8pUq1 e pψ|H8pUqq|BαU é τ0-contínua para toda sequência α de números positivos.
Para começar, como a inclusão H8pUq ãÑ H8pVq é contínua, segue que ψ|H8pUq P H8pUq1.
Agora, seja α uma sequência de números positivos. Por (2.1.2)
BαU Ă BαV , (2.1.3)
como ψ|BαV é τ0-contínua (por hipótese) e BαU Ă H8pUq, segue que pψ|H8pUqq|BαU “ ψ|BαU é
τ0-contínua. E assim ΠUV está bem definido.
Certamente ΠUV é um operador linear e por (2.1.3),
pαU pΠUVψq ď pαVpψq
para todo ψ P G8pVq e toda sequência α de números positivos. Isso implica que ΠUV é
contínuo. Para terminar, note que:
piq ΠUUψ “ ψ|H8pUq “ ψ para todo ψ P G8pUq.
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piiq Sejam U ,V e W em A tais que U ď V e V ďW . Então
ΠUV ˝ ΠVWpψq “ ΠUVpψ|H8pVqq “
`
ψ|H8pVq
˘ |H8pUq “ ψ|H8pUq,
para todo ψ P G8pWq. Em outras palavras,
ΠUU “ IdG8pUq e ΠUV ˝ ΠVW “ ΠUW , sempre que U ď V e V ďW .





G8pUq : ΠUVpψVq “ ψU , sempre que U ď V
+
,
munido com a topologia projetiva em relação as aplicações projeção de projUPAG8pUq em
G8pUq, U P A.
Teorema 2.1.5. Seja U um subconjunto aberto de um elc E. Então a aplicação canônica
Φ : GpUq Ñ projUPAG8pUq, Φϕ :“ pRUϕqUPA para todo ϕ P GpUq,
é um isomorfismo topológico. Isto é,
GpUq “ projUPAG8pUq
topologicamente.
Demonstração. A aplicação Φ fica bem definida se, dados ϕ P GpUq e U ,V P A com
U ď V , verifica-se ΠUVpRVϕq “ RUϕ. Mas isso é imediato, pois
ΠUVpRVϕq “ pRVϕq |H8pUq “
`
ϕ|H8pVq
˘ |H8pUq “ ϕ|H8pUq “ RUϕ,
de forma que Φ está bem definida. Pela linearidade da aplicação restrição podemos ver
que Φ é indubitavelmente linear.





temos que Φ é injetiva. De fato, seja ϕ P GpUq tal que Φϕ “ 0. Então RUϕ “ 0 para todo
U P A, de modo que ϕ|H8pUq “ 0 para todo U P A. Daí ϕ “ 0.
Φ é sobrejetiva: Seja pψUqUPA P projUPAG8pUq. Defina a função ϕ sobre HpUq por
ϕpfq :“ ψUpfq (2.1.4)
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quando f P H8pUq, U P A. Vejamos que ϕ é de fato bem definida, quer dizer, o valor de
f sob ϕ não depende do espaço H8pUq no qual esteja f . Para tal propósito, considere
f P H8pUq XH8pVq com U e V em A arbitrários. Conforme a definição de ϕ,
ϕpfq :“ ψUpfq e ϕpfq :“ ψVpfq,
de modo que precisamos garantir que ψUpfq “ ψVpfq. Dado que A é um conjunto dirigido,
existe W P A tal que U ,V ď W. Logo H8pUq Ă H8pWq e H8pVq Ă H8pWq. Pela
definição de limite projetivo, obtemos
ψU “ ΠUWpψWq “ ψW |H8pUq e ψV “ ΠVWpψWq “ ψW |H8pVq.
De onde segue que ψUpfq “ ψWpfq “ ψVpfq, e portanto ϕ está bem definida.
A função ϕ é a nossa candidata natural para ser a pré-imagem do elemento
pψUqUPA sob a aplicação Φ, pois Φϕ “ pRUϕqUPA “ pψUqUPA. No entanto, ainda falta
provar que ϕ P GpUq, ou melhor ainda, falta constatar que ϕ P HpUq˚ e a restrição ϕ|BαU é
τ0-contínua para cada U P A e cada sequência α de números positivos. A fim de provar
que ϕ é linear, sejam f, g P HpUq e λ P C. Sejam U , V e W coberturas em A tais que
f P H8pUq, g P H8pVq e W ě U ,V . Disso tudo, segue que f, g, f ` λg P H8pWq e
ϕpf ` λgq “ ψWpf ` λgq “ ψWpfq ` λψWpgq “ ϕpfq ` λϕpgq.
Portanto ϕ é uma aplicação linear. Seja agora BαU Ă HpUq com U P A e α sequência de
números positivos. Então BαU Ă H8pUq e ϕ|BαU “ ψU |BαU é τ0-contínua, pois ψU P G8pUq.
Enfim ϕ P GpUq, e portanto Φ é sobrejetiva.
Φ é um homeomorfismo: Se ΠV : pψUqUPA P projUPAG8pUq Ñ ψV P G8pVq denota a
projeção canônica sobre a coordenada V , então ΠV ˝ Φ “ RV é contínua para cada V P A.
Decorre então da Proposição 1.1.10 que Φ é contínua.
Por último, para provar que Φ´1 é contínua, seja BαV Ă HpUq com V P A e α
sequência de números positivos. Como
pαpψq “ sup
fPBαV
|ψpfq| para todo ψ P G8pVq,









“ pα ˝ ΠVppψUqUq,
observe que Φ´1 vem dada como em (2.1.4), daí Φ´1 é contínua. Assim, a demonstração
do teorema está completa.
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Repare que na demonstração anterior usamos argumentos meramente da teoria
de evt’s.
Proposição 2.1.6. O limite projetivo projUPAG8pUq é reduzido.
Demonstração. Primeiro notemos que, para cada cobertura U P A, RUpGpUqq é denso
em G8pUq. De fato, suponha que isso não aconteça para algum U P A. Pelo Teorema de
Hahn-Banach existe um funcional não nulo T P G8pUq1 tal que T ˇˇRU pGpUqq “ 0 . Agora,
considere o isomorfismo algébrico canônico
f P H8pUq Ñ pf P G8pUq1,
onde pfpψq “ ψpfq para todo ψ P G8pUq. Como T ‰ 0 existe f P H8pUq, f ‰ 0, tal que
T “ pf . Logo
0 “ T pRUpϕqq “ fˆpRUϕq “ pRUϕqpfq “ ϕpfq,
para todo ϕ P GpUq. Em particular, 0 “ δxpfq “ fpxq para todo x P U , o que é impossível.











podemos concluir que ΠU tem imagem densa para cada U P A, pois o operador Φ´1 é
sobrejetivo. Portanto, projUPAG8pUq é um limite projetivo reduzido.
Observação 2.1.7. Em [62, Theorem 2.1], Mujica provou que o dual indutivo de G8pUq,
G8pUq1i, é topologicamente isomorfo ao espaço H8pUq. Como consequência do Teorema
2.1.5 e da Proposição 1.2.10 obtemos os seguintes isomorfismos topológicos:
pprojUPAG8pUqq1i 2.1.5“ GpUq1i “ pHpUq, τδq 1.2.10“ indUPAH8pUq “ indUPAG8pUq1i.
Através dessa descrição do pré-dual GpUq nós podemos ganhar qualquer pro-
priedade topológica estável sob limites projetivos dos espaços G8pUq para o espaço GpUq
e vice-versa. Como a propriedade de aproximação é uma dessas propriedades topológicas
importantes que se preserva sob limites projetivos (veja a Proposição 1.1.18), manifesta-se
aqui o interesse em estudar a propriedade de aproximação para dito espaço. Por tal motivo
o Teorema 2.1.1, ou se preferir [62, Theorem 4.2], aparece como veículo essencial para
investigar as condições necessárias e suficientes para que GpUq tenha a propriedade de
aproximação.
Com essa ideia em mente, vamos “refinar” o Teorema 2.1.5, aliás, vamos provar
que tal isomorfismo topológico é ainda válido para aquela subclasse de coberturas que
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aparece no Teorema 2.1.1. Mais precisamente, no Corolário 2.1.16 provaremos que
GpUq “ projUPBG8pUq
topologicamente, onde B (ou BpUq, aqui U é um subconjunto aberto e equilibrado de um
elc E) denota a família de todas as coberturas abertas e crescentes U “ pUnq8n“1 de U tais
que:
piq Un é equilibrado e limitado para todo n P N,
piiq existe uma sequência pρnq8n“1 de números estritamente maiores que 1 tal que ρnUn Ă
Un`1 para cada n P N.
Essa família é também dirigida sob a relação ď definida em (2.1.1). De fato, sejam
U “ pUnq8n“1 e V “ pVnq8n“1 em B, pρnq8n“1 e pγnq8n“1 sequências de números estritamente
maiores que 1 tais que ρnUn Ă Un`1 e γnVn Ă Vn`1 para cada n P N. Se para cada n P N
definimos λn “ mintρn, γnu, então não é difícil ver que
λnpUn X Vnq Ă pUn`1 X Vn`1q







G8pUq : ΠUVpψVq “ ψU , sempre que U ď V
+
.
Examinado a demonstração do teorema anterior, notamos que tal “refinamento”





algebricamente e também que, para cada U P A exista alguma V P B tal que U ď V. Na
segunda condição podemos dizer que a “família B domina a família A”.
Mas antes disso, precisamos dos seguintes resultados preparatórios.
Proposição 2.1.8. Sejam U um subconjunto aberto e equilibrado de um elc E e f : U Ñ C
uma função contínua. Então, para cada x P U existe uma vizinhança aberta e equilibrada
Vx de x, com Vx Ă U , tal que fpVxq é limitado.
Demonstração. Fixe x P U e escreva K “ t0, xu Ă U . Considere a envoltória equilibrada
de K
eqpKq :“ tλy : y P K, λ P C, |λ| ď 1u.
Por ser U um conjunto equilibrado, eqpKq Ă U . Dado que eqpKq é também compacta,
fpeqpKqq é limitado e consequentemente existe R ą 0 tal que
eqpKq Ă f´1pRDq.
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Por outro lado, como a função g : pλ, yq P CˆE Ñ λy P E é contínua, DˆK é compacto
e gpDˆKq “ eqpKq, podemos achar r ą 1 e V Ă U aberto contendo K tal que
DˆK Ă rDˆ V Ă g´1pf´1pRDqq.
Segue de tudo isso que
gprDˆ V q “ tλy : y P V, λ P C, |λ| ď ru Ă U
e f
`
gprDˆ V q˘ é limitado. Ainda mais, note que
gprDˆ V q Ą tλy : y P V, λ P C, |λ| ď 1u “ eqpV q Ą intpeqpV qq Ą V Q 0.
Segue que intpeqpV qq é equilibrado (já que 0 P intpeqpV qq) e obviamente f pintpeqpV qqq é
limitado. Tomando Vx :“ intpeqpV qq completamos a demonstração.
Observação 2.1.9. Se E é um espaço normado então, na proposição anterior podemos
escolher tal vizinhança aberta e equilibrada, ainda limitada. De fato, se x e Vx são como na
proposição acima então x P VxXBp0;nq para algum n P N e, como sabemos, VxXBp0;nq é
um subconjunto aberto, equilibrado e limitado de E contido em U tal que fpVxXBp0;nqq Ă
fpVxq é limitado. Dessa vez, Vx XBp0;nq será a vizinhança a ser escolhida.
Lema 2.1.10. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um elc E. Se U “ pUnq8n“1





para qualquer sequência estritamente crescente pθnq8n“1 tal que 0 ă θn ă 1 para todo n P N
e θn Ñ 1.
Demonstração. Sejam x P U e N P N tais que x P UN . Como UN é aberto existe r ą 1










Já temos tudo para provar (2.1.5).
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Demonstração. Seja f P HpUq. Segue da Proposição 2.1.8 e da Observação 2.1.9 que,
para cada x P U existe Vx Ă U aberto, equilibrado e limitado tal que fpVxq é limitado.
Certamente a família tVx : x P Uu cobre U . A fim de construirmos uma sequência de
abertos com as características da família B, vamos recorrer a um argumento muito comum
na teoria de evt’s, a saber; sejam cx, dx ą 0 tais que |fpyq| ď cx e }y} ď dx para todo





Então por toda essa construção não é difícil ver que:
piq Existe N P N tal que Un ‰ H para todo n ě N .
piiq Un é aberto, equilibrado e limitado para todo n ě N .
piiiq }f}Un ď n para todo n ě N .





Agora, seja pθnq8n“1 uma sequência estritamente crescente com 0 ă θn ă 1 e θn Ñ 1. Pelo
Lema 2.1.10, a cobertura U “ pθnUnq8n“1 (pense em Un como se fosse UN`n´1 para todo
n ě 1) cobre todo U . Fazendo ρn :“ θn`1θn ą 1 para todo n P N, temos que
ρnpθnUnq Ă θn`1Un Ă θn`1Un`1
para todo n P N. Portanto U P B e obviamente f P H8pUq, provando assim, a inclusão
não trivial da proposição.
Para provarmos a segunda condição, aquela que diz que “B domina A”, pre-
cisamos de mais preparatórios para chegar lá, por isso vamos começar com a seguinte
definição (veja [50, pp. 80-81]).
Definição 2.1.12. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial X. O centro equilibrado
de A (em Inglês, balanced core of A), denotado por cepAq, é o maior conjunto equilibrado
contido em A.
O conjunto centro equilibrado goza das seguintes propriedades que podem ser
verificadas rapidamente a partir da definição:
piq cepAq ‰ H se A contém a origem.
piiq cepAq é a união de todos os subconjuntos equilibrados contidos em A.
piiiq Se A Ă B então cepAq Ă cepBq.
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pivq cepAq “ tx P A : λx P A, λ P C, |λ| ď 1u.
Proposição 2.1.13. Seja U um subconjunto aberto de um elc E. Se 0 P U então cepUq é
aberto.
Demonstração. Sejam 0 ‰ x P cepUq e K “ t0, xu. Então
eqpKq Ă cepUq Ă U,
como U é aberto e, K e D são compactos, seguindo um raciocínio análogo à demonstração
da Proposição 2.1.8 podemos então achar r ą 1 e um subconjunto aberto V Ă U contendo
K tal que o conjunto
tλy P E : y P V, λ P C, |λ| ď ru
esteja contido em U . Segue imediatamente que V Ă cepUq, e portanto todo ponto de cepUq
é um ponto interior. Assim, cepUq é um subconjunto aberto de E.
Observação 2.1.14. Observamos que se U é um subconjunto aberto de um espaço normado
E e U “ pUnq8n“1 P A, então existe V “ pVnq8n“1 P A tal que Vn Ă Un e Vn é limitado para
todo n P N. Para certificar-se disso, basta fazer Vn :“ Un XBp0;nq para todo n P N.
Essa observação, junto com as propriedades do conjunto centro equilibrado nos
mostram o caminho para provarmos a segunda condição restante, cujo resultado aparece
no seguinte lema.
Lema 2.1.15. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço normado E. Seja
U “ pUnq8n“1 P A. Então existem N P N e V “ pVnq8n“N P B tais que Vn Ă Un para todo
n ě N . Isto é, U ď V.
Demonstração. Pela Observação 2.1.14 podemos supor, sem perda de generalidade, que
Un é limitado para todo n P N. Como U “ Ť8n“1 Un existe n P N tal que 0 P Un. Sejam
N :“ mintn P N : 0 P Unu e pθnq8n“1 uma sequência estritamente crescente com 0 ă θn ă 1
e θn Ñ 1. Afirmamos que a sequência crescente V “ pVnq8n“N de subconjuntos abertos,
equilibrados e limitados Vn :“ θncepUnq pertence à família B e, obviamente Vn Ă Un para
todo n ě N . Com efeito, primeiro de tudo, repare que de fato (pelas propriedades de cepAq
e a Proposição 2.1.13) tal sequência é crescente, os conjuntos Vn são abertos, equilibrados
e limitados e, se fazemos ρn :“ θn`1θn ą 1 então ρnVn Ă Vn`1 para todo n ě N . Resta
então provar que V cobre todo U . Para tal propósito seja 0 ‰ x P U . Como a envoltória
equilibrada de x está contida em U e é também compacta, existe m P N, m ě N , tal que




de modo que x P cepUmq. Isso prova o desejado.
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Por fim, usando a Proposição 2.1.11, o Lema 2.1.15 e seguindo raciocínio da
demonstração do Teorema 2.1.5, obtemos como corolário o seguinte resultado.
Corolário 2.1.16. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço normado E.
Então a aplicação canônica
Φ : ϕ P GpUq Ñ pRVϕqVPB P projVPBG8pVq
é um isomorfismo topológico. Isto é,
GpUq “ projVPBG8pVq
topologicamente.
Demonstração. Certamente a aplicação Φ é linear e, pela Proposição 2.1.11, é também
injetiva.
Φ é sobrejetiva: Seja pψVqVPB P projVPBG8pVq e defina a função ϕ sobre HpUq como em
(2.1.4). Então ϕ é uma aplicação linear. Para completar a demonstração dessa parte, resta
provar que a restrição ϕ|BαU é τ0-contínua para cada U P A e cada sequência α de números
positivos. Para tal propósito, seja BαU Ă HpUq com U P A e α sequência de números
positivos. Pelo Lema 2.1.15 existe V P B tal que U ď V e por consequência,
BαU Ă BαV Ă H8pVq.
Agora, pela hipótese a restrição ψV |BαV é τ0-contínua, segue-se que a restrição ψV |BαU é
τ0-contínua. Portanto, ϕ|BαU “ ψV |BαU é τ0-contínua (lembre que ϕ|H8pVq “ ψV).
Φ é um homeomorfismo: Se ΠW : pψVqVPB P projVPBG8pVq Ñ ψW P G8pWq denota a
projeção canônica sobre a coordenada W P B, então ΠW ˝ Φ “ RW é contínua para cada
W P B. Portanto, Φ é contínua.
Por último, para provar que Φ´1 é contínua, seja BαU Ă HpUq com U P A e α
sequência de números positivos. Mais uma vez, pelo Lema 2.1.15 existe W P B tal que
U ďW . Dado que
pαpψq “ sup
fPBαW
|ψpfq|, para todo ψ P G8pWq,
é uma seminorma contínua sobre G8pWq, segue que pα ˝ ΠW é uma seminorma contínua
sobre projVPBG8pVq e









|ψWpfq| “ pα ˝ ΠWppψVqVq.
Daí Φ´1 é contínua. Assim o resultado segue.
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2.2 Aplicações
Vamos derivar alguns resultados a partir do Teorema 2.1.5, da Proposição
2.1.11, do Lema 2.1.15 e o Corolário 2.1.16
2.2.1 Outra descrição para a topologia τδ
Como foi mencionado no Capítulo 1.2, a topologia τδ sobre HpUq é gerada
pelas coberturas enumeráveis, abertas e crescentes de U . Como uma outra consequência da
Proposição 2.1.11 e o Lema 2.1.15, provamos que, sob condições adequadas para o espaço
E e o subconjunto U , essa topologia é gerada apenas pelas coberturas em B.
Teorema 2.2.1. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço normado E.
Então
pHpUq, τδq “ indUPAH8pUq “ indVPBH8pVq
topologicamente.








algebricamente. Provaremos que o operador identidade
Id : indVPBH8pVq Ñ indUPAH8pUq
é um isomorfismo topológico. Como B Ă A, a aplicação inclusão H8pVq ãÑ indUPAH8pUq
é contínua para todo V P B, já que o espaço indUPAH8pUq tem a topologia indutiva em
relação a essas aplicações. Segue da Proposição 1.1.12 que o operador identidade é contínuo.
Agora considere o operador inverso da identidade
pIdq´1 : indUPAH8pUq Ñ indVPBH8pVq.
Mais uma vez pela Proposição 1.1.12, pIdq´1 é contínuo se a aplicação inclusão H8pUq ãÑ
indUPBH8pVq é contínua para todo U P A. Pelo Lema 2.1.15, dado U P A existe W P B
tal que U ďW . Isso implica que a aplicação inclusão
H8pUq ãÑ H8pWq
é contínua. Como a aplicação inclusão
H8pWq ãÑ indVPBH8pVq
é contínua (pela topologia indutiva), segue que a aplicação inclusão
H8pUq ãÑ indVPBH8pVq
é contínua. Como U foi escolhido arbitrariamente, provamos que pIdq´1 é mesmo contínuo.
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2.2.2 A propriedade de aproximação
Durante muito tempo, um dos principais problemas em aberto na teoria de
espaços de Banach, foi o problema de aproximação, o qual perguntava se todo espaço de
Banach tinha a propriedade de aproximação. Este foi finalmente resolvido pela negativa
em 1973 por Per Enflo [34], que numa construção artificial criou um espaço de Banach
de dimensão infinita, reflexivo e separável, que não tem a propriedade de aproximação. A
partir do Corolário 2.1.16 junto com o Teorema [62, Theorem 4.2] (o qual rescreveremos
nesta seção em pró do leitor) nós obtemos nossos resultados principais desta seção, a saber;
o Teorema 2.2.4 e Corolário 2.2.6 abaixo.
Teorema 2.2.2. (Vide [62, Theorem 4.2]) Sejam U um subconjunto aberto e equilibrado
de um espaço de Banach E e U “ pUnq8n“1 uma sequência crescente de subconjuntos abertos,
equilibrados e limitados de U tal que U “ Ť8n“1 Un e ρnUn Ă Un`1, com ρn ą 1, para
cada n P N. Então, E tem a propriedade de aproximação se e somente se G8pUq tem a
propriedade de aproximação.
Em vista da Proposição 1.1.18, se queremos ganhar a propriedade de aproxi-
mação para GpUq, resta provar o seguinte resultado.
Proposição 2.2.3. O limite projetivo projVPBG8pUq é reduzido.
Demonstração. Veja que na demonstração da Proposição 2.1.6 a família de coberturas não
é indispensável, na verdade só precisamos de dois fatos: RUpGpUqq ser denso em G8pUq e
ΠU “ RU ˝ Φ´1. Certamente esses fatos também acontecem se trabalhamos com a família
de coberturas B em vez de A. Portanto, projVPBG8pVq é um limite projetivo reduzido.
Uma outra aplicação do Corolário 2.1.16 é o seguinte teorema.
Teorema 2.2.4. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço de Banach E.
Então, GpUq tem a propriedade de aproximação se e somente se E tem a propriedade de
aproximação.
A prova do Teorema 2.2.4 usa o Corolário 2.1.16, Proposição 2.2.3, o Teorema
2.2.2 e o seguinte resultado.
Proposição 2.2.5. (Vide [61, Proposition 2.6]) Seja U um subconjunto aberto e equilibrado
de um elc completo E. Então E é topologicamente isomorfo a um subespaço complementado
de GpUq.
Demonstração do Teorema 2.2.4. Suponha que GpUq tenha a propriedade de apro-
ximação. Pelas Proposições 2.2.5 e 1.1.16(a) o espaço E tem a propriedade de aproximação.
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Reciprocamente, suponha que E tenha a propriedade de aproximação. Pelo
Teorema 2.1.1, G8pUq tem a propriedade de aproximação para todo U P B. Segue das
Proposições 1.1.18, 2.2.3 e do Corolário 2.1.16 que GpUq tem a propriedade de aproximação.
O seguinte resultado foi inicialmente provado por Aron e Schottenhloher [3], que
usaram a noção de espaço -produto introduzido por Schwartz em [73]. Dessa vez, daremos
uma demonstração direta desse resultado como uma consequência fácil do Teorema 2.2.4.
Corolário 2.2.6. Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de um espaço de Banach
E. Se E tem a propriedade de aproximação então pHpUq, τ0q tem a propriedade de aproxi-
mação.
Demonstração. Suponha que E tenha a propriedade de aproximação. Pelo Teorema 2.2.4
GpUq tem a propriedade de aproximação. Como GpUq é o completamento do espaço
pHpUq, τ0q1c (veja [61, Theorem 3.1] ou [63, Remark 2.3]), segue que pHpUq, τ0q1c tem a
propriedade de aproximação e por sua vez pHpUq, τ0q tem a propriedade de aproximação
(veja a Proposição 1.1.16(c)). Lembre-se que aqui pHpUq, τ0q1c denota o elc pHpUq, τ0q1
equipado com a topologia da convergência uniforme sobre todos os subconjuntos convexos,





espaços de funções inteiras de um
dado tipo e uma dada ordem
Motivado pelos resultados clássicos de Malgrange [57] para equações de con-
volução sobre o espaço HpCnq, Martineau [58] em 1967 provou teoremas de existência e
aproximação para soluções de equações de convolução sobre espaços de funções inteiras
sobre Cn de um dado tipo e uma dada ordem. Esses espaços abrangem a noção clássica de
função de tipo exponencial, que foi extensivamente estudada no século passado, tanto por
suas aplicações quanto pelo próprio fim. Lembramos que uma função inteira f : CÑ C
é dita de tipo exponencial se existe uma constante não negativa c tal que para todo 
positivo existe alguma constante positiva Apεq satisfazendo
|fpzq| ă Apεqepc`εq|z|
para todo z P C. Na procura de generalizar os resultados de Martineau para funções
inteiras sobre um espaço de Banach complexo de dimensão infinita, em [37] os autores
introduziram os espaços ExpkΘ,0,ApEq, os quais recuperam HpCnq e as funções de tipo
exponencial como casos muito particulares, veja a Observação 1.2.23 e o Exemplo 1.2.21,
respectivamente.
Um caminho alternativo a esta linha de investigação é a consideração de
operadores de convolução sobre espaços de funções inteiras definidas sobre um espaço
de Banach complexo. Neste sentido, aqui mostraremos que sob condições adequadas,
operadores de convolução não triviais sobre ExpkΘ,0pEq são fortemente misturadores no
sentido gaussiano, em particular frequentemente hipercíclicos. Em especial, recuperamos
resultados do mesmo tipo obtidos em [16, 66]. Este resultado também generaliza alguns
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resultados de hiperciclicidade obtidos em [13, 45]. Inspirados pelos resultados e técnicas de
Bonilla e Grosse-Erdmann [16] e Muro et al [66], também provamos a existência de funções
inteiras de tipo exponencial frequentemente hipercíclicas associadas a esses operadores.
Mais ainda, mostramos a existência de subespaços vetoriais fechados de dimensão infinita
de ExpkΘ,0 pEq formados, exceto pela função nula, por funções frequentemente hipercíclicas.
Esses resultados também generalizam resultados do mesmo tipo obtidos em [16, 66]. Neste
capítulo E denotará um espaço de Banach sempre complexo.
3.1 Operadores de convolução frequentemente hipercíclicos
Um resultado importante devido a Bayart e Matheron [11, Theorem 1.1]
estabelece condições suficientes para que um operador contínuo sobre um espaço de Fréchet
separável seja, em particular, frequentemente hipercíclico. Nós aplicaremos esse teorema
para provar nosso resultado principal desta seção (Teorema 3.1.2), o qual generaliza o
resultado de Bonilla e Grosse-Erdmann (Exemplo 1.3.11) e inclui os resultados de Fávaro e
Mujica [40, Theorem 2.11] e Muro et al [66]. Seguindo a notação clássica usada em análise
complexa, denotamos por T a esfera unitária complexa,
T “ tλ P C : |λ| “ 1u.
Teorema 3.1.1. (Bayart-Matheron). Seja T : E Ñ E um operador contínuo sobre
um espaço de Fréchet separável E. Suponha que para qualquer D Ă T tal que T å D é
denso em T, o espaço vetorial gerado por
Ť
λPTåD kerpT ´ λIq é denso em E. Então T é
fortemente misturador em relação a uma medida de Borel de probabilidade µ, T -invariante
sobre E com suporte completo. Em particular, T é misturador e FHCpT q “ E µ-qtp.
Este teorema é mais um critério robusto que determina a dinâmica de um
operador contínuo através dos autovetores associados aos autovalores de módulo um.
Em vista do fato que os operadores de convolução são ricos em autovetores com essa
característica, é natural a aplicação deste teorema no estudo de tal propriedade ergódica
para os operadores de convolução. Provaremos o seguinte resultado:
Teorema 3.1.2. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, pPΘpjEqq8j“0 um
pi1-tipo de holomorfia de E para C e k P p1,`8s. Se L é um operador de convolução
não trivial sobre ExpkΘ,0pEq, então L é fortemente misturador em relação a uma medida
de Borel de probabilidade µ sobre ExpkΘ,0pEq, L-invariante com suporte completo. Em
particular, L é misturador e FHCpLq “ ExpkΘ,0pEq µ-qtp.
Ainda precisamos dos seguintes resultados para provarmos o Teorema 3.1.2.
Lema 3.1.3. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de E
para C e k P p1,`8s. Sejam f P HpE 1q uma função não constante e B Ă C. Suponha que
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exista ϕ0 P E 1 tal que fpϕ0q é um ponto de acumulação de B. Então spanteϕ : fpϕq P Bu
é denso em ExpkΘ,0pEq.
Demonstração. Pelo Teorema de Hahn-Banach é suficiente provar que se um funcional
T P rExpkΘ,0pEqs1 é nulo sobre spanteϕ : fpϕq P Bu, então T é identicamente zero. Como a
transformada de Fourier-Borel F : rExpkΘ,0pEqs1 Ñ HpE 1q é um operador injetivo, basta
mostrar que FT “ 0. Por outro lado, seja tUi : i P Iu uma base para os conjuntos abertos
de E 1. Como f é uma função inteira não constante, para cada i P I existe ϕi P Ui tal que
fpϕ0q ‰ fpϕiq. Agora, se Li :“ tϕ0` zpϕi´ϕ0q : z P Cu, i P I, representa a reta complexa
que passa por ϕ0 e atravessa Ui em ϕi, então f não é constante sobre Li com i P I, eŤ
iPI Li é denso em E 1. Se f |Li denota a restrição de f a Li,
f |Li : z P CÑ fpϕ0 ` zpϕi ´ ϕ0qq P C,
então f |Li é uma função aberta (já que ela é uma função holomorfa e não constante) e
como pf |Liqp0q “ fpϕ0q é um ponto de acumulação de B, segue que 0 é um ponto de
acumulação de pf |Liq´1pBq. Pela suposição,
pFT qpϕq “ T peϕq “ 0
para todo ϕ P f´1pBq, em particular, pFT qpϕ0`zpϕi´ϕ0qq “ 0 para todo z P pf |Liq´1pBq.
Portanto, o conjunto dos zeros da função inteira z P CÑ pFT qpϕ0 ` zpϕi ´ ϕ0qq P C tem
um ponto de acumulação. Isso, por sua vez, implica que FT “ 0 para cada Li com i P I,
e portanto é nulo sobre
Ť
iPI Li. Pela densidade de
Ť
iPI Li em E 1, obtemos que FT “ 0
sobre E 1.
O seguinte lema foi provado em [38, Lemma 4.4] e será muito útil na demons-
tração do Teorema 3.1.2. Ele diz, entre outras coisas, que os operadores de convolução
sobre essa classe de espaços de funções inteiras são também ricos em autovetores.
Lema 3.1.4. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de
E para C, k P p1,`8s e L um operador de convolução sobre ExpkΘ,0pEq. Então:
paq Lpeϕq “ Fkpϕqeϕ para todo ϕ P E 1. Aqui Fk é a função inteira de E 1 em C definida por
Fkpϕq :“ FrγkΘ,0pLqspϕq “ Lpeϕqp0q para todo ϕ P E 1.
pbq L é um múltiplo escalar da identidade se e somente se a função inteira Fk : E 1 Ñ C é
constante.
Demonstração do Teorema 3.1.2. Como L é um operador de convolução que não é um
múltiplo escalar da identidade, segue desse último lema que a função inteira Fk não é
constante. Considere os conjuntos
V “ tϕ P E 1 : |Fkpϕq| ă 1u “ pFkq´1 pDq
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e
W “ tϕ P E 1 : |Fkpϕq| ą 1u “ pFkq´1 pCå Dq.
Note que ambos os conjuntos V e W são não vazios, pois se W “ H então Fk é limitada
sobre todo E 1 e pelo Teorema de Liouville, Fk teria que ser uma função constante, o
que é falso. O mesmo aconteceria com a função inteira 1{Fk se, neste caso, V fosse um
subconjunto vazio. Certamente, V e W são subconjuntos disjuntos e abertos de E 1. De
outro lado, dado que E 1 é conexo existe ϕ0 P E 1 tal que ϕ0 R V YW , isto é, |Fkpϕ0q| “ 1.
Agora, seja D Ă T tal que Tå D é denso em T. Então Fkpϕ0q é um ponto de acumulação
de T å D, uma vez que T é um espaço métrico (métrica induzida por C) sem pontos
isolados. Portanto, segue do Lema 3.1.3 que spanteϕ : Fkpϕq P T å Du é denso em
ExpkΘ,0pEq. Pelo Lema 3.1.4(a) temos





Consequentemente, o espaço gerado por
Ť
λPTåD kerpL´λIq é também denso em ExpkΘ,0pEq.
Finalmente, como ExpkΘ,0pEq é um espaço de Fréchet separável (já que E 1 é separável
e Θ um pi1-tipo de holomorfia, veja a Proposição 1.2.28), segue a partir do Teorema do
Bayart-Matheron 3.1.1 que L é fortemente misturador em relação a uma medida de Borel
de probabilidade µ sobre ExpkΘ,0pEq, L-invariante com suporte completo.
3.2 Condição de crescimento exponencial para funções frequente-
mente hipercíclicas
O problema de determinar taxas de crescimento de funções inteiras frequente-
mente hipercíclica para operadores de convolução sobre HpCnq foi inicialmente estudado
por Bonilla e Gross-Erdmann [16]. Para alguns espaços de funções inteiras sobre espaços
de Banach de dimensão infinita, o mesmo tipo de crescimento foi explorado por Muro et
al [66]. Nesta seção, estudamos a taxa de crescimento de funções inteiras frequentemente
hiperíclicas para operadores de convolução sobre ExpkΘ,0pEq.
Definição 3.2.1. (Nachbin [67, p. 226]) Sejam E um espaço de Banach e A ě 0. Uma
função f P HpEq é dita de tipo exponencial estritamente menor que A se, para cada  ą 0
existe c ą 0 tal que |fpxq| ď cepA`q}x} para todo x P E.
Nachbin deu a seguinte caracterização para as funções de tipo exponencial
estritamente menor que A: uma função f P HpEq é de tipo exponencial estritamente menor
que A se e somente se lim sup
jÑ8
›››pdjfp0q›››1j ď A. Devido a essa terminologia de Nachbin e à
Proposição 1.2.20, denotamos por Exp1Θ,0,ApEq o espaço das funções Θ-tipo exponencial
Capítulo 3. Operadores de convolução frequentemente hipercíclicos sobre espaços de funções inteiras de
um dado tipo e uma dada ordem 64
estritamente menor que A. A fim de obter resultados análogos aos obtidos por Muro et al
[66, Theorem 2.9], vamos estudar a relação entre os espaços Exp1Θ,0,ApEq e ExpkΘ,0pEq para
A ą 0 e k P p1,`8s. Antes disso, lembramos que a topologia de ExpkΘ,0,ApEq é gerada















››› 1j! pdjfp0q›››Θ , se k “ `8.
Proposição 3.2.2. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C, A ą 0 e k P p1,`8s. Então:
paq Exp1Θ,0,ApEq Ă ExpkΘ,0pEq.
pbq A aplicação inclusão Exp1Θ,0,ApEq ãÑ ExpkΘ,0pEq é contínua.
pcq Se Θ é um pi1-tipo de holomorfia então Exp1Θ,0,ApEq é denso ExpkΘ,0pEq.
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pbq Fixe k P p1,`8q e A ą 0. Nós precisamos provar que, para cada ρ ą 0 existem γ ą A
e C ą 0 tais que
}f}Θ,k,ρ ď C}f}Θ,1,γ para toda f P Exp1Θ,0,ApEq.











para todo j P N0. Agora sim, dado ρ ą 0 tomamos  ą 0 tal que ρ ă 1A e consequentemente,











































para toda f P Exp1Θ,0,ApEq, provando a primeira parte do resultado.



















































para toda f P Exp1Θ,0,ApEq. Portanto a aplicação inclusão é contínua.
pcq Como spanteϕ : ϕ P E 1 com }ϕ} ď Au está contido em Exp1Θ,0,ApEq e ele é mesmo
um subespaço denso de ExpkΘ,0pEq (veja [37, Proposition 2.15] e [38, Proposition 4.3]) o
resultado segue.
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Para facilitar o acompanhamento do leitor, vamos listar algumas propriedades
dos espaços Exp1Θ,0,ApEq, já provadas neste trabalho, que serão importantes para nossos
resultados principais.
Observação 3.2.3. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C e A ą 0. Então:
paq Uma função f P HpEq pertence a Exp1Θ,0,ApEq se e somente se pdjfp0q P PθpjEq para






pbq O espaço `Exp1Θ,0,ApEq, t} ¨ }θ,1,ρuρąA˘ é um espaço de Fréchet, mergulhado continua-
mente em ExpkΘ,0pEq para todo k P p1,`8s. Ainda mais, se Θ é também um pi1-tipo de
holomorfia então Exp1Θ,0,ApEq é denso em ExpkΘ,0pEq para todo k P p1,`8s.
pcq Se E 1 é separável e pPΘpjEqq8j“0 é um pi1-tipo de holomorfia de E para C, então
Exp1Θ,0,ApEq é também separável, veja a Proposição 1.2.28.
pdq Toda função f em Exp1Θ,0,ApEq satisfaz a seguinte condição de crescimento: para cada
 ą 0 existe Cpq ą 0 tal que
|fpxq| ď CpqepA`q}x}
para todo x P E.
Para cada ρ ą A, (3.2.3) garante que a aplicação










j! “ 1, para cada ρ ą A
existem ρ1, ρ` ą A e c, C ą 0 tais que
}f}Θ,1,ρ ď cpΘ,ρ1pfq e pΘ,ρpfq ď C}f}Θ,1,ρ` (3.2.4)
para toda f P Exp1Θ,0,A pEq.
A seguir, provaremos que, sob condições adequadas, a restrição de um operador
de convolução sobre ExpkΘ,0pEq a Exp1Θ,0,ApEq é também um operador de convolução.
Antes disso, lembramos o conceito de produto convolução.
Definição 3.2.4. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia de
E para C, k P r1,`8s, T P rExpkΘ,0pEqs1 e f P ExpkΘ,0pEq. O produto convolução de T e
f , denotado por T ˚ f , é dado por,
pT ˚ fqpxq “ T pτ´xfq
para todo x P E.
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Proposição 3.2.5. Sejam E um espaço de Banach, A ą 0, k P p1,`8s e pPΘpjEqq8j“0
um pi2,k-tipo de holomorfia de E para C. Então
LpExp1Θ,0,ApEqq Ă Exp1Θ,0,ApEq







Demonstração. Por [38, Theorem 3.11] existe T P rExpkΘ,0pEqs1 tal que
Lf “ T ˚ f,












para toda f P Exp1Θ,0,ApEq e γ ą A. Para isso, precisamos de uma representação fácil
de manusear para a função T ˚ f . Começamos observando que por meio das Proposições
1.2.29 e 1.2.30, a linearidade e continuidade de T temos





























para toda f P ExpkΘ,0pEq e x P E.
Caso k “ `8: Como Θ é um pi2,8-tipo de holomorfia, para cada n P N0 e f P Exp8Θ,0pEq “
HΘbpEq a aplicação










para algumas constantes C, ρ ą 0 conforme a Definição 1.2.25. Levando isto em conta,
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for um polinômio em PΘpnEq, teremos uma descrição em série de Taylor para T ˚ f ao
















Seja f P Exp1Θ,0,ApEq. Por (3.2.3) existe Dpq ą 0 tal que›››pdjfp0q›››
Θ
ď DpqpA` qj






















pj ´ nq! ă `8.







para todo n P N0 e toda f P Exp1Θ,0,ApEq. Por outro lado, sejam f P Exp1Θ,0,ApEq e γ ą A.






























































Escolhendo 0 ă  ă γ1
A
´ 1 obtemos
}Lf}Θ,1,γ ď BγCMpqepγ1{ρqpΘ, γ11`
pfq.
Mais uma vez por (3.2.4) existem constantes Kγ ą 0 e γ` ą A tais que
}Lf}Θ,1,γ ď KγBγCMpqepγ1{ρq}f}Θ,1,γ` . (3.2.6)
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Caso k ą 1: Como Θ é um pi2,k-tipo de holomorfia, para cada n P N0 e f P ExpkΘ,0pEq, a
aplicação



















































¨ 0 “ 0, h :“ k ´ 1 ą 0.








para todo j P N0. Seja f P Exp1Θ,0,ApEq. Por (3.2.3) existe Dpq ą 0 tal que›››pdjfp0q›››
Θ
ď DpqpA` qj













































p1` qpA` qδ 1k
ρ
‚˛j .





















p1` qpA` qδ 1k
ρ
‚˛j ă `8
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para todo n P N0 e toda f P Exp1Θ,0,ApEq. Por outro lado, sejam f P Exp1Θ,0,ApEq e γ ą A.


























































































Escolhendo 0 ă  ă γ1
A













Mais uma vez por (3.2.4) existem constantes Kγ ą 0 e γ` ą A tais que
}Lf}Θ,1,γ ď KγBγCMpqcδ ρ
ρ´ γ1δ 1k
}f}Θ,1,γ` . (3.2.7)






é contínua. Assim completamos a demonstração.
Como aplicação direta da proposição anterior temos o seguinte corolário.
Corolário 3.2.6. Sejam A ą 0, k P p1,`8s e pPΘpjEqq8j“0 um pi2,k-tipo de holomorfia
de E para C. Então todo operador de convolução L sobre ExpkΘ,0pEq restrito ao espaço
Exp1Θ,0,ApEq é ainda um operador de convolução.
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Exp1Θ,0,ApEq, o qual, pela Proposição 3.2.5 é um operador contínuo e, para cada x P E,
τ´xpExp1Θ,0,ApEqq Ă Exp1Θ,0,ApEq. Logo,
τ´x ˝ LApfq “ τ´x ˝ Lpfq “ Lpτ´xfq “ LApτ´xfq “ LA ˝ τ´xpfq
para toda f P Exp1Θ,0,ApEq e x P E. Portanto LA é de fato um operador de convolução.
Relembramos que a transformada de Fourier-Borel
F : rExp1Θ,0,ApEqs1 Ñ HpBE1p0;Aqq,
definida por FT pϕq “ T peϕq para todo T P rExp1Θ,0,ApEqs1 e todo ϕ P E 1 com }ϕ} ă A, é
um operador linear injetivo. Com isso em mente, notamos que a demonstração do seguinte
lema segue as mesmas linhas que a demonstração do Lema 3.1.3.
Lema 3.2.7. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de
E para C e A ą 0. Sejam f P HpBE1p0;Aqq não constante e B Ă C. Suponha que exista
ϕ0 P BE1p0;Aq tal que fpϕ0q é um ponto de acumulação de B. Então spanteϕ : }ϕ} ă
A, fpϕq P Bu é denso em Exp1Θ,0,ApEq.
Para o próximo resultado precisamos relembrar o conceito de sistema quase
conjugado. Um sistema dinâmico T : E Ñ E é dito quase conjugado a outro sistema
dinâmico S : X Ñ X se existe uma função contínua φ : X Ñ E com imagem densa tal
que T ˝ φ “ φ ˝ S.
Teorema 3.2.8. (Princípio de comparação hipercíclico [46, p. 338]). Sejam T :
E Ñ E um operador contínuo sobre um evt E e Y Ă E um subespaço T -invariante denso
de E. Além disso, suponha que Y tenha sua própria topologia vetorial (não necessariamente
a induzida) tal que a inclusão Y ãÑ E e a restrição de T a Y , T |Y : Y Ñ Y , sejam
contínuas. Então T é quase conjugado a T |Y . Em particular, se T |Y é frequentemente
hipercíclico então T também é, e T tem um vetor frequentemente hipercíclico em Y .
Dado um operador de convolução não trivial L sobre ExpkΘ,0pEq, sempre existe
ϕ P E 1 tal que |Lpeϕqp0q| “ 1 (veja demonstração do Teorema 3.1.2). Definimos o número
não negativo
αL :“ inft}ϕ} : ϕ P E 1 e |Lpeϕqp0q| “ 1u.
O seguinte teorema contém o resultado de Muro et al [66, Teorema 3.11] e a demonstração
é semelhante à demonstração em [66].
Teorema 3.2.9. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, k P p1,`8s,
pPΘpjEqq8j“0 um pi1-pi2,k-tipo de holomorfia de E para C e L um operador de convolução
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não trivial sobre ExpkΘ,0pEq. Então, para cada  ą 0, L admite uma função frequentemente
hipercíclica f P ExpkΘ,0pEq que satisfaz a seguinte condição de crescimento: dado δ ą 0
existe Cδ ą 0 tal que
|fpxq| ď CδepαL``δq}x}
para todo x P E.
Demonstração. Dado  ą 0 fixamos ϕ0 P E 1 tal que
αL ď }ϕ0} ă αL `  e |Lpeϕ0qp0q| “ 1.
Escreva A “ αL ` , uma vez que Exp1Θ,0,ApEq é denso em ExpkΘ,0pEq e a inclusão é
contínua, o princípio de comparação hipercíclico garante a veracidade deste teorema,






é frequentemente hipercíclica. Por outro lado, seja T P rExpkΘ,0pEqs1 tal que Lf “ T ˚f para






LApeϕqp0q “ Lpeϕqp0q “ pT ˚ eϕqp0q “ T pτ0eϕq “ T peϕq “ TApeϕq “ FTApϕq,
e pelo Lema 3.1.4(a),
LApeϕq “ Lpeϕq “ rLpeϕqp0qseϕ “ rLApeϕqp0qseϕ “ rFTApϕqseϕ (3.2.8)
para todo ϕ P E 1 com }ϕ} ă A. Como L é um operador de convolução não trivial, segue
do Lema 3.1.4(b) que a função holomorfa FTA P HpBE1p0;Aqq não é constante (observe
que FTA é apenas a restrição de FT à bola BE1p0;Aq). Agora vamos aplicar mais uma
vez o Teorema de Bayart-Matheron 3.1.1 para completar a demonstração. Seja D um
subconjunto de Borel de T tal que Tå D é denso em T. Como FTApϕ0q “ Lpeϕ0qp0q P T,
temos que FTApϕ0q é um ponto de acumulação para Tå D. Segue do Lema 3.2.7 que
spanteϕ : }ϕ} ă A, FTApϕq P Tå Du
é denso em Exp1Θ,0,ApEq, e por (3.2.8),





Segue que o espaço gerado por
Ť
λPTåD kerpLA ´ λIq é também denso em Exp1Θ,0,ApEq.
Finalmente, segue do Teorema do Bayart-Matheron 3.1.1 que LA é, em particular, frequen-
temente hipercíclica.
Capítulo 3. Operadores de convolução frequentemente hipercíclicos sobre espaços de funções inteiras de
um dado tipo e uma dada ordem 73
Note que, fazendo k “ `8 no teorema anterior, recuperamos o resultado de
Muro et al [66], o qual escreveremos no seguinte corolário.
Corolário 3.2.10. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, pPΘpjEqq8j“0
um pi1-pi2-tipo de holomorfia de E para C e L um operador de convolução não trivial
sobre HΘbpEq. Então, para cada  ą 0, L admite uma função frequentemente hipercíclica
f P Exp1Θ,0,αL`pEq.
Como uma aplicação imediata do Teorema 3.2.9, obtemos uma melhor condição
de crescimento para os operadores translação sobre ExpkΘ,0pEq.
Corolário 3.2.11. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, k P p1,`8s,
pPΘpjEqq8j“0 um pi1-pi2,k-tipo de holomorfia de E para C e τa o operador translação pelo
vetor a P E, a ‰ 0, sobre ExpkΘ,0pEq. Então:
paq Dado  ą 0 existem C ą 0 e uma função inteira frequentemente hipercíclica f P
ExpkΘ,0pEq para τa satisfazendo
|fpxq| ď Ce}x} para todo x P E.
pbq Sejam  : R` Ñ R` uma função tal que lim inf
rÑ8 prq “ 0 e C ą 0. Então, não existe
função inteira frequentemente hipercíclica f P ExpkΘ,0pEq para τa satisfazendo
|fpxq| ď Cep}x}q}x} para todo x P E.
Demonstração. paq Repare que τapeϕqp0q “ eϕp0´aq “ e´ϕpaq para todo ϕ P E 1. Em particu-
lar, |τapeϕqp0q| “ 1 quando ϕ “ 0. Assim, ατa “ 0. Por outro lado, como τa é um operador
de convolução não trivial, já que a ‰ 0, segue do Teorema 3.2.9 que para cada  ą 0 existe
uma função frequentemente hipercíclica f P ExpkΘ,0pEq para τa que satisfaz a seguinte




para todo x P E. De modo que tomando δ “ 2 o resultado segue.
pbq Vamos transladar este problema ao caso de dimensão finita com o intuito de aplicar
[46, Theorem 23] e o princípio de comparação hipercíclico. Considere a reta complexa
L :“ tza : z P Cu e o operador restrição RL : ExpkΘ,0pEq Ñ HpCq dado por
RLpgqpzq :“ g |Lpzq “ gpzaq,
para todo g P ExpkΘ,0pEq e z P C. Em particular,
RLpτagqpzq “ τagpzaq “ gppz ´ 1qaq “ RLpgqpz ´ 1q “ τ1pRLpgqqpzq
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Como RLpϕnqpzq “ ϕnpzaq “ ϕnpaqzn para todo ϕ P E 1, z P C e n P N0, segue que
RLpϕnq “ ϕnpaqp¨qn P HpCq para todo n P N0. Portanto, RL tem imagem densa. Agora,
suponha que o resultado seja falso, isto é, existe uma função inteira frequentemente
hipercíclica f para τa tal que |fpxq| ď Cep}x}q}x} para todo x P E. Aplicando o princípio
de comparação hipercíclico, RLpfq é uma função inteira frequentemente hipercíclica para
τ1 satisfazendo
|RLpfqpzq| “ |fpzaq| ď Cep}za}q}za}, (3.2.9)
para todo z P C. Isso, porém, contradiz [46, Theorem 23], pois lá foi provado que não existe
função frequentemente hipercíclica para os operadores translação sobre HpCq satisfazendo
(3.2.9).
3.3 Subespaços frequentemente hipercíclicos
Nesta seção provaremos a existência de um subespaço frequentemente hipercíclico
de ExpkΘ,0pEq para um dado operador de convolução não trivial, isto é, um subespaço
fechado de dimensão infinita de ExpkΘ,0pEq formado, exceto pela função nula, por funções
frequentemente hiperíclicas para o operador de convolução dado.
Como é usual, uma função f : T Ñ E é dita de classe C2 se sua segunda
derivada no sentido real existe e é contínua.
Lema 3.3.1. (Vide [46, Lemma 9.23]) Sejam X um espaço de Fréchet complexo e f :
r0, 2pis Ñ X uma função contínua.
paq (Lema de Riemann-Lebesgue) ş2pi0 eintfptqdtÑ 0 quando nÑ ˘8.





Lema 3.3.2. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo
de holomorfia de E para C, k P p1,`8s e L um operador de convolução não trivial sobre
ExpkΘ,0pEq. Então:
paq Existem funções En : TÑ ExpkΘ,0pEq de classe C2, para todo n P N, tais que
LpEnpλqq “ λEnpλq para todo λ P T e n P N.
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pbq Se B Ă T é um conjunto de Borel com medida de Lebesgue total em T, então
spantEnpλq : λ P B, n P Nu
é denso em ExpkΘ,0pEq.





onde a integral é no sentido de Riemann, então o espaço
X0 :“ spantxn,j : n P N, j P Zu
é denso em ExpkΘ,0pEq.











convergem incondicionalmente para todo x P X0.
Demonstração. paq Fixe ϕ0 P E 1 tal que |Fkpϕ0q| “ 1. Como Fk é uma função inteira
não constante sobre E 1, para cada n P N podemos encontrar uma reta complexa Ln
passando através de ϕ0 tal que Fk não seja constante em nenhuma delas e
Ť
nPN Ln seja
denso em E 1 (a construção de tais retas complexas é feita da mesma maneira como
na demonstração do Lema 3.1.3, só que desta vez podemos escolher uma quantidade
enumerável porque E 1 satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade). Assim, para cada
n P N, a restrição Fk |Ln pertence a HpCq e é uma função aberta. Escrevendo as retas
complexas Ln :“ tϕ0 ` zϕn : z P Cu, ϕn P E 1, para cada n P N, a restrição Fk |Ln é dada
por
Fk |Ln pzq “ Fkpϕ0 ` zϕnq
para todo z P C. Faremos o resto da demonstração em duas etapas:
p1q Construção de sub-arcos abertos não vazios βn de T e funções ψn : βn Ñ Ln
de classe C2 tais que
Fkpψnpλqq “ λ para todo λ P βn. (3.3.1)
Como
Hn :“ pFk |Ln q pDq X T
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é um subconjunto não vazio e aberto de T, temos que Fk |Ln p0q é um ponto de acumulação
de Hn e, consequentemente, 0 é um ponto de acumulação de pFk |Ln q´1 pHnq. Como o
conjunto dos zeros da função derivada pFk |Ln q1 é discreto, isso último implica que para
cada n P N existe zn P C tal que
Fk |Ln pznq P T e pFk |Ln q1 pznq ‰ 0.
Aplicando o teorema da função inversa existem Un e Vn subconjuntos abertos de C com
zn P Un e Fk |Ln pznq P Vn tais que Fk |Ln : Un Ñ Vn é biholomorfa. Agora, escolha
sub-arcos abertos não vazios βn de T com βn Ă Vn e defina as funções
ψn : βn Ñ Ln, ψnpλq :“ ϕ0 ` pFk |Ln q´1 pλqϕn
para todo λ P βn. Como a função inversa pFk |Ln q´1 é holomorfa, segue que ψn é infinita-
mente diferenciável no sentido real, em particular, é de classe C2. Ainda mais,
λ “ Fk |Ln
`pFk |Ln q´1 pλq˘
“ Fk
`
ϕ0 ` pFk |Ln q´1 pλqϕn
˘ “ Fk pψnpλqq
para todo λ P βn e n P N.
p2q Construção das funções En : TÑ ExpkΘ,0pEq:
Para cada n P N podemos escolher um sub-arco β˜n aberto e não vazio de βn
e uma função fn : T Ñ C de classe C2 diferente de zero em todo β˜n e zero fora de β˜n
(isso é possível graças ao Lema de Urysohn versão suave [43, Lemma 8.18]). Agora defina
En : TÑ ExpkΘ,0pEq por
Enpλq “ fnpλqeψnpλq se λ P βn
e
Enpλq “ 0 se λ R βn.
Afirmamos que En é de classe C2. De fato, primeiro vamos provar que a função composta
eψn : βn Ñ Ln Ñ ExpkΘ,0pEq
é de classe C2. Para isso, basta mostrar que a função
λ P CÑ eλϕ P ExpkΘ,0pEq,
com ϕ P E 1 fixo, é holomorfa, pois eψn é um múltiplo escalar dessa função, composta com
uma função de classe C2 sobre βn. Mais precisamente,
eψn “ eϕ0ep¨qϕn ˝ pFk |Ln q´1 .
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j Ñ eϕ na topologia de ExpkΘ,0pEq. (3.3.2)

























converge absolutamente em C, e portanto, uniformemente sobre conjuntos compactos de
C. De (3.3.2) temos
eλϕ ´ eλ0ϕ






j´1ϕj na topologia de ExpkΘ,0pEq,
















































































Como a série em (3.3.3) converge uniformemente sobre compactos, basta tomar uma bola
centrada em λ0, e fazendo λÑ λ0 dentro dessa última série obtemos
eλϕ ´ eλ0ϕ
λ´ λ0 Ñ ϕe
λ0ϕ
na topologia de ExpkΘ,0pEq. Em outras palavras, a função λ P CÑ eλϕ P ExpkΘ,0pEq com
ϕ P E 1 fixo, é holomorfa. Agora somos capazes de provar nossa afirmação: se λ P βn então
Enpλq “ fnpλqeψnpλq é um produto de duas funções de classe C2, de modo que En é de
classe C2. Se λ P intpT å βnq então En é trivialmente de classe C2. Por último, se λ
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pertence a pTå βnqXβn, então podemos encontrar um subconjunto aberto de T contendo
pTå βnq X βn e disjunto com β˜n. Neste caso En “ 0 (pois f “ 0 fora β˜n) em tal conjunto,
e portanto de classe C2 sobre ele. Assim, cada En é uma função de classe C2 sobre T. De
outro lado, vejamos que Enpλq é autovetor para L, se λ P βn então por (3.3.1) temos
LpEnpλqq “ Lpfnpλqeψnpλqq “ fnpλqLpeψnpλqq
“ fnpλq pFkpψnpλqqq eψnpλq “ λEnpλq.
Se λ R βn então LpEnpλqq “ 0 “ λEnpλq. Portanto
LpEnpλqq “ λEnpλq para todo λ P T e n P N.
(b) Antes de tudo observe que,
spantEnpλq : λ P B, n P Nu “ spanteϕ : ϕ P ψnpβ˜n XBq, n P Nu.
De fato, primeiro note que, como a medida de Lebesgue de β˜n é positiva e B tem medida
de Lebesgue total (isto é, seu complemento tem medida nula), tem-se que β˜n XB é um
subconjunto infinito de T, pois caso contrário, B å pβ˜n XBq teria medida de Lebesgue
total e então rB å pβ˜nXBqs X β˜n ‰ H, o que é impossível. Por outro lado, como Enpλq é
igual a fpλqeψnpλq para todo λ P B X β˜n e zero para λ P B X pTå β˜nq segue que
tEnpλq : λ P B, n P Nu Ă spanteϕ : ϕ P ψnpβ˜n XBq, n P Nu.
Seja agora zeψnpλq com λ P BX β˜n e z P C diferente de zero. Segue que zeψnpλq “ zfpλqEnpλq,
e então
spantEnpλq : λ P B, n P Nu Ą spanteϕ : ϕ P ψnpβ˜n XBq, n P Nu.
Por outro lado, pelo Teorema de Hahn-Banach é suficiente provar que se um funcional
T P rExpkΘ,0pEqs1 é nulo sobre spanteϕ : ϕ P ψnpβ˜n XBq, n P Nu, então T é identicamente
zero. Como a transformada de Fourier-Borel F : rExpkΘ,0pEqs1 Ñ HpE 1q é um operador
injetivo, basta mostrar que FT “ 0. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass β˜n X B tem
pelo menos um ponto de acumulação, por conseguinte,
pFk |Ln q´1 pβ˜n XBq
tem pelo menos um ponto de acumulação. Nossa suposição acerca de T implica que
rFT spϕq “ T peϕq “ 0 para todo ϕ P ψnpβ˜n X Bq e n P N, ou seja, rFT spψnpλqq “ 0 para
todo λ P β˜n XB e n P N. Melhor ainda,
rFT s `ϕ0 ` pFk |Ln q´1 pλqϕn˘ “ 0
para todo λ P β˜n XB. Isso implica que o conjunto dos zeros da função inteira
rFT s |Ln : z P CÑ rFT spϕ0 ` zϕnq P C
contém pFk |Ln q´1 pβ˜n X Bq. De onde segue que rFT s |Ln “ 0 para todo n P N. Pela
densidade de
Ť
nPN Ln em E 1 obtemos FT “ 0.
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(c) Novamente vamos usar o Teorema de Hahn-Banach. Seja T P rExpkΘ,0pEqs1 tal que
Txn,j “ 0 para todo n P N e j P Z. Pela linearidade e continuidade de T temos







Por outro lado, sabemos que para cada n P N, a funcão t P r0, 2pis Ñ TEnpeitq P C é
contínua, e portanto pertence ao espaço de Hilbert L2r0, 2pis munido com o produto interno
usual ă ¨, ¨ ą. Então (3.3.4) garante que
ă eitj, TEnpeitq ą“ 0 (3.3.5)
para todo j P Z. Como o conjunto t 1?2eitj : j P Zu é uma base ortonormal para L2r0, 2pis,
segue de (3.3.5) que as funcões t P r0, 2pis Ñ TEnpeitq P C, n P N, são identicamente nulas.
Isto é,
TEnpeitq “ 0
para todo t P r0, 2pis e n P N, ou melhor ainda, o operador T é nulo sobre spantEnpλq :
λ P T, n P Nu que é denso em ExpkΘ,0pEq (pela parte (b)). Assim, T é identicamente zero
e portanto X0 é um subespaço denso em ExpkΘ,0pEq.











convergem incondicionalmente para todo n P N e j P Z, já que as funções
gn : r0, 2pis Ñ ExpkΘ,0pEq, gnptq :“ Enpeitq para todo t P r0, 2pis,
são de classe C2 e satisfazem gnp0q “ Enpe0q “ Enpe2piiq “ gnp2piq e
g1np2piq “ limtÑ0


























convergem incondicionalmente para todo n P N e j P Z. Pela linearidade de Lm e pela







para todo x P X0.
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Proposição 3.3.3. (Vide [46, Remark 9.10]) Seja T um operador linear contínuo sobre
um F -espaço separável X. Suponha que exista um subconjunto denso X0 de X, e para cada
x P X0 exista uma sequência pumpxqq8m“0 em X tal que,
piq ř8m“1 Tmx converge incondicionalmente,
piiq ř8m“1 umpxq converge incondicionalmente,
piiiq u0pxq “ x e T qumpxq “ um´qpxq para todo q ď m.
Então T é um operador frequentemente hipercíclico.
Vejamos que os operadores de convolução sobre ExpkΘ,0pEq satisfazem as hipó-
teses dessa proposição.
Proposição 3.3.4. Sejam E um espaço de Banach com dual separável, pPΘpjEqq8j“0 um
pi1-tipo de holomorfia de E para C e k P p1,`8s. Então, todo operador de convolução não
trivial L sobre ExpkΘ,0pEq, satisfaz as hipóteses da Proposição 3.3.3.
Demonstração. Sabemos que ExpkΘ,0pEq é um espaço de Fréchet, em particular um F -
espaço. Como E 1 é separável e pPΘpjEqq8j“0 é um pi1-tipo de holomorfia, ExpkΘ,0pEq é
também separável (veja a Proposição 1.2.28). Considere agora
X0 :“ spantxn,j : n P N, j P Zu


























convergem incondicionalmente para todo x P X0.
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Teorema 3.3.5. (Vide [66, Theorem 4.3]) Sejam X um F -espaço separável com uma
norma contínua, T um operador contínuo sobre X que satisfaz as hipóteses da Proposição
3.3.3 e I o operador identidade sobre X. Se dim kerpT ´ λIq “ `8 para algum escalar λ
com |λ| ă 1, então T possui um subespaço frequentemente hipercíclico.
A seguir, enunciaremos o resultado principal desta seção cuja demonstração
usa o teorema anterior.
Teorema 3.3.6. Sejam E um espaço de Banach com dual separável e dimE ą 1,
pPΘpjEqq8j“0 um pi1-tipo de holomorfia de E para C e k P p1,`8s. Então, todo ope-
rador de convolução não trivial L sobre ExpkΘ,0pEq possui um subespaço frequentemente
hipercíclico.
Demonstração. Vamos aplicar o Teorema 3.3.5. Sabemos da Proposição 3.3.4 que ExpkΘ,0pEq
satisfaz as hipóteses da Proposição 3.3.3. Também lembramos que as normas }f}Θ,k,ρ para
toda f P ExpkΘ,0pEq, k finito, e p8Θ,ρ pfq para toda f P Exp8Θ,0pEq são contínuas. Então
resta verificar que
dim kerpL´ λIq “ `8
para algum escalar λ com |λ| ă 1. Para tal fim, para cada λ P C denotamos, como é usual,
o conjunto dos zeros da função inteira Fk ´ λ por
ZpFk ´ λq :“ tϕ P E 1 : Fkpϕq ´ λ “ 0u.
Como Lpeϕq “ Fkpϕqeϕ para todo ϕ P E 1, segue que
kerpL´ λIq Ą teϕ : ϕ P ZpFk ´ λqu.
Uma vez que teϕ : ϕ P E 1u é um subconjunto linearmente independente em ExpkΘ,0pEq
(veja [38, Proposition 4.5]), para provar que dim kerpL ´ λIq “ `8 para algum escalar
λ com |λ| ă 1, é suficiente provar que ZpFk ´ λq é um subconjunto infinito para algum
escalar λ P D. Por um lado, como L é um operador de convolução não trivial, a função
inteira Fk não é constante. Decorre do Teorema de Liouville
pFkq´1 pDq “ tϕ P E 1 : |Fkpϕq| ă 1u ‰ H.
Seja então ϕ0 P E 1 tal que |Fkpϕ0q| ă 1. Denotemos por λ0 :“ Fkpϕ0q. Por outro lado,
como dimE ą 1 (implica dimE 1 ą 1) e ϕ0 P ZpFk ´ λ0q, seque que ZpFk ´ λ0q é um
subconjunto infinito, já que o conjunto dos zeros de uma função inteira sobre um espaço




operadores de convolução sobre
HpCNq
Hiperciclicidade é um dos conceito mais importante na dinâmica linear e tem
recebido considerável atenção nos últimos 25 anos. Referências como [10, 46] fornecem
informações detalhadas e profundas acerca da teoria. Um resultado clássico devido a
Godefroy e Shapiro afirma que todo operador de convolução não trivial sobre HpCnq é
hipercíclico. Além disso, Bonilla e K.-G. Grosse-Erdmann mostraram que esses operadores
de convolução são, de fato, frequentemente hipercíclicos, que como sabemos, é uma
noção mais forte do que hiperciclicidade. Em contraste notório com esses resultados,
Fávaro e Mujica [39] provaram que nenhum operador de convolução sobre HpCNq pode
ser hipercíclico. À primeira vista, este resultado pode parecer surpreendente, pois é bem
conhecido que cada f P HpCNq depende apenas de uma quantidade finita de variáveis (veja
[4, Corolário 38] ou [30, p. 162]). Baseado nesses fatos, levantamos a seguinte questão:
Os operadores de convolução sobre HpCNq satisfazem alguma noção da dinâmica linear
mais fraca que a hiperciclicidade?
Lembramos que 1-superciclicidade e superciclicidade são conceitos equivalentes
e que vale o seguinte diagrama:





Mistura +3 Transitividade n-Superciclicidade
Um operador n-supercíclico (n ě 2) não necessariamente tem que ser cíclico
(para um exemplo em dimensão infinita veja [21]). Nessa mesma referência os autores
provaram que não existe operador pn ´ 1q-supercíclico sobre Cn, n ě 2. Portanto, n-
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superciclicidade não implica superciclicidade em geral. Para mais propriedades e resultados
sobre superciclicidade e n -superciclicidade, nós sugerimos [21, 35, 41, 48, 49].
Em contraste com o resultado já mencionado de Godefroy e Shapiro, mostrare-
mos que nenhum operador de convolução sobre HpCNq pode ser cíclico nem n-supercíclico
para qualquer inteiro positivo n (Teorema 4.2.1), mas todo operador de convolução não
trivial sobre HpCNq é misturador (Teorema 4.2.2) e Li–Yorke caótico (Teorema 4.2.4).
Vale a pena mencionar que a maioria dos critérios que aparecem na literatura
para provar que um operador satisfaz (ou não) algum tipo de caos linear são, em geral,
para operadores definidos sobre F -espaços. Como HpCNq não é um espaço métrico, não
é possível usar nenhum desses critérios para provar nossos resultados (Teoremas 4.2.1 e
4.2.2). No entanto, para provar o Teorema 4.2.4, nós adaptamos um critério obtido por
Bernardes et al [12] no contexto de espaços de Fréchet para operadores sobre espaços
vetoriais topológicos de Hausdorff. Esse critério é a chave da prova.
4.1 Funções inteiras de infinitas variáveis complexas
Nesta seção destacamos alguns resultados técnicos e úteis para o desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Em particular, apresentaremos um resultado de Barroso [4] que
afirma que toda função f P HpCNq depende apenas de um número finito de variáveis.
Notação 4.1.1. Usamos ν para denotar a sequência pν1, ν2, . . . q de números inteiros não
negativos e escrevemos
ν! :“ ν1!ν2! ¨ ¨ ¨ , |ν| :“ ν1 ` ν2 ` . . . , ξν :“ ξν11 ξν22 ¨ ¨ ¨ , ponde ξ “ pξjq8j“1 P CNq.
Seguindo a notação padrão de [1], representamos por U o conjunto de todas as sequências
ν tais que νj ‰ 0 apenas para uma quantidade finita de índices. De maneira análoga, se
n P N, Un representará o subconjunto de U formado pelas sequências ν tais que νj “ 0
para todo j ą n. Claramente, nós podemos identificar Un com o produto finito Nn0 e
consequentemente, U com
Ť
nPNNn0 . Por último, denotamos as derivadas parciais complexas
de uma função f P HpCNq por,
Dj :“ BBξj , D
ν :“ Dν11 ¨ ¨ ¨Dνnn “ B
ν1`¨¨¨`νn
Bξν11 . . . Bξνnn , para todo ν P Un,
onde D0jf :“ f para qualquer j P N.
Com essa terminologia, a série de Taylor (1.2.1) para uma função f P HpCNq
em torno de a P CN tem uma representação mais simples.
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para todo ξ P CN e uniformemente numa vizinhança de a em CN.
Definição 4.1.3. Sejam n P N, U um subconjunto não vazio de CN e f uma função de U
em C. Diz-se que f depende apenas das primeiras n variáveis em U se fpξq “ fpξ1q para
todo par ξ, ξ1 P U tal que ξj “ ξ1j para j “ 1, . . . , n.
Dado n P N, denotamos por pin : CN Ñ Cn a projeção canônica de CN sobre
suas primeiras n coordenadas. Ou seja,
pinppξjq8j“1q “ pξjqnj“1 para todo pξjq8j“1 P CN.
Então uma função f : U Ñ C depende das primeiras n variáveis em U se fpξq “ fpξ1q
para todo par ξ, ξ1 P U tal que pinpξq “ pinpξ1q. Também, para cada n P N consideramos a
inclusão canônica Jn : Cn Ñ CN definida por
Jnppz1, . . . , znqq “ pz1, . . . , zn, 0, 0, . . . q
para todo pz1, . . . , znq P Cn. Como os operadores Jn e pin são contínuos, eles induzem os
seguintes operadores
J˚n : f P HpCNq Ñ f ˝ Jn P HpCnq e pi˚n : fn P HpCnq Ñ fn ˝ pin P HpCNq,
respectivamente. Note que
pin ˝ Jnppz1, . . . , znqq “ pinppz1, . . . , zn, 0, 0, . . . qq “ pz1, . . . , znq
para todo pz1, . . . , znq P Cn. Isto é, pin ˝ Jn “ IdCn , segue que
J˚n ˝ pi˚n “ IdHpCnq. (4.1.1)
Então podemos enxergar cada HpCnq como um subespaço vetorial de HpCNq através do
operador injetivo pin˚. Em outras palavras, identificamos HpCnq com pin˚pHpCnqq. Mais
precisamente, HpCnq é visto em HpCNq como o subespaço vetorial de todas as funções
inteiras sobre CN que dependem das primeiras n variáveis em CN. Por outro lado, a
sequência de espaços HpCnq é crescente, isto é,
pi˚1 pHpCqq Ă pi˚2 pHpC2qq Ă ¨ ¨ ¨ Ă pi˚npHpCnqq Ă ¨ ¨ ¨ Ă HpCNq. (4.1.2)
De fato, sejam m,n P N com m ě n e f P pin˚pHpCnqq. Então existe uma única fn P HpCnq
tal que f “ pin˚pfnq “ fn ˝ pin. Se pimn denota a projeção canônica de Cm sobre Cn então
pin “ pimn ˝ pim e
f “ fn ˝ pin “ fn ˝ pimn ˝ pim “ fm ˝ pim,
onde a função fm :“ fn ˝ pimn : Cm Ñ C é claramente inteira. Portanto, f P pim˚pHpCmqq.
Observação 4.1.4. Sejam m,n P N com m ě n e f “ fn ˝ pin P pin˚pHpCnqq. Então
fn ˝ pimn é a única função em HpCmq tal que f “ pfn ˝ pimnq ˝ pim.
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A seguir enunciaremos um resultado que será extremamente útil para provarmos
os resultados deste capítulo. Tal resultado basicamente diz que toda função f P HpCNq
depende apenas de um número finito de variáveis.
Proposição 4.1.5. ([4, Corolário 38] ou [30, p. 162]) Para cada função f P HpCNq existe















para todo ξ P C, onde Dνfpaq “ 0 para todo ν R Un.
4.1.1 Algumas propriedades topológicas sobre HpCNq
Nesta seção listaremos algumas propriedades topológicas clássicas sobre HpCNq
que serão usadas no decorrer deste trabalho. Para outras propriedades topológicas deHpCNq,
ou até mesmo HpCIq com I subconjunto não enumerável de números reais, sugerimos as
seguintes referências [1, 4, 6, 7, 17, 20, 30].
Proposição 4.1.7. (Vide [4]) As topologias τ0 e τw coincidem em HpCNq. Aqui τω é
a topologia localmente convexa gerada pelas seminormas portadas pelos subconjuntos
compactos de CN, veja [30].
Só para relembrar um pouco, essa proposição diz que as únicas topologias
localmente convexas usuais sobre HpCNq são: a topologia compacto aberta τ0 e sua
topologia bornológica associada τδ.
Em [1], Ansemil deu uma outra descrição para a topologia τδ em termos das
topologias τ0 dos espaços HpCnq, a qual a torna mais fácil de manusear.
Proposição 4.1.8. (Vide [1, Proposition 1.3]) τδ coincide com a topologia limite indutivo
de todos os espaços HpCnq na categoria de espaços localmente convexos, isto é,
pHpCNq, τδq “ indnPNHpCnq (4.1.3)
topologicamente, onde para cada n P N, HpCnq é sempre considerado com sua topologia
natural, a topologia compacto aberta. Mais precisamente, τδ é a topologia localmente
convexa mais fina sobre HpCNq que torna os operadores pin˚ contínuos. Ainda mais, tal
limite indutivo é estrito.
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Proposição 4.1.9. Seja n P N. Se τ representa a topologia τ0 ou τδ sobre HpCNq então
os operadores
J˚n : f P pHpCNq, τq Ñ f ˝ Jn P HpCnq e pi˚n : fn P HpCnq Ñ fn ˝ pin P pHpCNq, τq
são contínuos.
Demonstração. Como funções contínuas levam conjuntos compactos em compactos, não é
difícil ver que os operadores
J˚n : f P pHpCNq, τ0q Ñ f ˝ Jn P HpCnq e pi˚n : fn P HpCnq Ñ fn ˝ pin P pHpCNq, τ0q
são contínuos. Pela Proposição 4.1.8, pin˚ : HpCnq Ñ pHpCNq, τδq é contínuo. Em vista de
que τδ coincide com a topologia limite indutivo em relação aos operadores pim˚, m P N, o
operador Jn˚ : pHpCNq, τδq Ñ HpCnq será contínuo sempre que o operador
J˚n ˝ pi˚m : fm P HpCmq Ñ fm ˝ pim ˝ Jn P HpCnq
seja contínuo para todo m P N. Para isso, seja K Ă Cn compacto. Como pim˝Jn : Cn Ñ Cm
é contínuo, segue que pim ˝ JnpKq é um subconjunto compacto de Cm. De modo que,
supt|pJ˚n ˝ pi˚mpfmqqpxq| : x P Ku “ supt|fmpyq| : y P pim ˝ JnpKqu
para toda fm P HpCmq. Sendo assim, Jn˚ : pHpCNq, τδq Ñ HpCnq é também contínuo.
Observação 4.1.10. Decorre de (4.1.1) e da Proposição 1.1.17 que HpCnq, n P N, é
topologicamente isomorfo a um subespaço complementado de pHpCNq, τq. Em particular,
pin˚pHpCnqq, n P N, é um subespaço vetorial próprio e fechado de pHpCNq, τq.
Lembramos que o operador translação por ξ P CN é representado por τξ.
Observação 4.1.11. Sejam n P N e ξ P CN tais que pinpξq “ 0. Então pin˚pHpCnqq é um
subespaço próprio fechado de HpCNq e τξ-invariante.




pcq Não é metrizável.
Demonstração. paq Como CN é um espaço metrizável, o espaço pHpCNq, τ0q é completo
(veja [5, Remark 30.4]). Por outro lado, segue do Teorema 1.1.14 e da Proposição 4.1.8
que pHpCNq, τδq é também completo, ou se preferir, como CN é um espaço de Fréchet, o
espaço pHpCNq, τδq é completo (veja [30, Corollary 3.53]).
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pbq Como a série de Taylor de uma função inteira f P HpCNq converge uniformemente
sobre cada subconjunto compacto, os polinômios formam um subconjunto denso em
HpCNq. Assim, considerando os polinômios com coeficientes em Q` iQ (veja a Proposição
4.1.2), vemos que pHpCNq, τ0q é separável. Por outro lado, para cada n P N seja Dn um





é denso em pHpCNq, τδq. De fato, seja f P HpCNq. Pela Proposição 4.1.5 existe fn P HpCnq
tal que f “ fn ˝pin. Seja pgmq8m“1 uma sequência em Dn tal que gm Ñ fn quando mÑ `8
em HpCnq. Como pin˚ é τδ-contínuo, segue que pin˚pgmq Ñ pin˚pfnq quando m Ñ `8 em
pHpCNq, τδq. Isto é, encontramos uma sequência em D que converge a f na topologia de
pHpCNq, τδq. Portanto, o resultado segue.
pcq Se τ representa a topologia τ0 ou τδ sobre HpCNq, então pela Observação 4.1.10,
pin˚pHpCnqq é um subespaço vetorial próprio e fechado de pHpCNq, τq para todo n P N.





segue do Teorema de Baire que pHpCNq, τq não é metrizável, pois caso contrário um
desses subespaços próprios pin˚pHpCnqq de HpCNq teria interior não vazio, o que seria uma
contradição!
4.1.2 Operadores de convolução sobre HpCNq
Nesta seção nós caracterizaremos a órbita de uma função em HpCNq sob um
operador de convolução. Esses resultados técnicos são de muita importância para provar
nossos resultados principais.
Lema 4.1.13. Dados f P HpCNq, k P N e T operador sobre HpCNq, existe N P N tal que
T if “ piN˚ppT ifq ˝ JNq para todo i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k. Ainda mais, se f “ fn ˝ pin com fn P HpCnq
para algum n P N e L é um operador sobre HpCNq que comuta com todas as translações
(em particular operadores de convolução), então
Lkf “ pi˚nppLkfq ˝ Jnq “ pi˚n ˝ J˚npLkfq
para todo k P N0.
Demonstração. Pela Proposição 4.1.5 podemos escrever
f “ fn0 ˝ pin0 , T f “ fn1 ˝ pin1 , ¨ ¨ ¨ , T kf “ fnk ˝ pink ,
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com fni P HpCniq para todo i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k. Chame N “ maxtni : i “ 0, ¨ ¨ ¨ , ku e seja ξ P CN
tal que piNpξq “ 0. Então pinipξq “ 0 para todo i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k e
τξpT ifqpxq “ T ifpx´ ξq “ fni ˝ pinipx´ ξq “ fnippinipxq ´ pinipξqq “ fnippinipxqq “ T ifpxq
para todo x P CN e todo i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k. Seja x “ pxjq P CN. Tomando ξ “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, xN`1, xN`2, ¨ ¨ ¨ q P
CN temos
pT ifqpxq “ τξpT ifqpxq “ T ifpx´ ξq “ T ifpx1, ¨ ¨ ¨ , xN , 0, 0, ¨ ¨ ¨ q “ T ifpJN ˝ piNpxqq
“ pT ifq ˝ JN ˝ piNpxq,
e segue que T if “ piN˚ppT ifq ˝ JNq para todo i “ 0, . . . , k.
Agora, suponha que f “ fn ˝ pin P HpCNq e L seja um operador sobre HpCNq
que comuta com todos os operadores translação. Escolhendo ξ P CN tal que pinpξq “ 0
obtemos
τξpfq “ f, τξpLfq “ Lpτξfq “ Lf, . . . , τξpLkfq “ LpτξpLk´1fqq “ Lkf
para todo k P N0. Seguindo o mesmo raciocínio da primeira parte da demonstração obtemos
Lkf “ pi˚nppT kfq ˝ Jnq
para todo k P N0.
Este lema diz que o operador pin˚ ˝ Jn˚ age como o operador identidade sobre
orbLpfq sempre que f “ fn ˝ pin P HpCnq e L seja um operador de convolução.
A seguinte observação, que embora serviu de inspiração para provarmos o Lema
4.1.15, é agora um caso particular do resultado principal desta seção (Lema 4.1.15).
Observação 4.1.14. Seja n P N. Se f “ fn˝pin P HpCNq e ξ P CN, então τξf “ pτξ1fnq˝pin
com ξ1 “ pinpξq P Cn. De fato,
τξfpxq “ fn ˝ pinpx´ ξq “ fnppinpxq ´ pinpξqq “ τξ1fnppinpxqq “ pτξ1fnq ˝ pinpxq
para todo x P CN.
É nesse sentido que surgiu a seguinte questão natural: todo operador de
convolução L sobre pHpCNq, τq satisfaz Lpfn ˝ pinq “ pLnfnq ˝ pin, onde Ln é um operador
de convolução sobre HpCnq?
Essa questão tem resposta positiva no seguinte lema.
Lema 4.1.15. Seja L um operador de convolução sobre pHpCNq, τq. Então:
paq O operador contínuo Ln :“ Jn˚ ˝ L ˝ pin˚ : HpCnq Ñ HpCnq, n P N, é um operador de
convolução. Dizemos que Ln é o operador de convolução sobre HpCnq associado a L.
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pbq
Lpfn ˝ pinq “ pLnfnq ˝ pin para todo fn P HpCnq e n P N.
pcq L é um múltiplo escalar da identidade sobre HpCNq se e somente se Ln é um múltiplo
escalar da identidade sobre HpCnq para todo n P N.
Demonstração. paq Sejam n P N e fn P HpCnq. Então
Lnfn “ J˚n ˝ L ˝ pi˚npfnq “ J˚n ˝ Lpfq “ Lf ˝ Jn, onde f :“ fn ˝ pin P HpCNq. (4.1.4)
Seja a P Cn. Queremos provar que τa ˝ Ln “ Ln ˝ τa. Usando (4.1.4) temos
rτa ˝ Lnspfnqpyq “ τapLnpfnqqpyq “ Lnpfnqpy ´ aq “ rLf ˝ Jnspy ´ aq
“ LfpJnpyq ´ Jnpaqq “ rτJnpaqpLfqspJnpyqq,
para todo y P Cn. Isso implica que rτa ˝Lnspfnq “ rτJnpaqpLfqs ˝ Jn, por sua vez, como L é
um operador de convolução temos
rτa ˝ Lnspfnq “ rLpτJnpaqfqs ˝ Jn “ rLppτafnq ˝ pinqs ˝ Jn “ rL ˝ pi˚npτafnqs ˝ Jn
“ J˚n ˝ L ˝ pi˚npτafnq “ rLn ˝ τaspfnq.
Isso prova o desejado.
pbq Seja n P N. Aplicando o Lema 4.1.13 à função inteira fn ˝pin com fn P HpCnq, e usando
(4.1.4) obtemos
Lpfn ˝ pinq “ pi˚nppLpfn ˝ pinqq ˝ Jnq “ pi˚npLnfnq “ pLnfnq ˝ pin. (4.1.5)
pcq Seja λ P C tal que Lf “ λf para toda f P HpCNq. Fixado n P N, dada qualquer
fn P HpCnq escrevemos f “ fn ˝ pin P HpCNq, e obtemos
pLnfnq ˝ pin “ Lf “ λf “ pλfnq ˝ pin.
Como pin˚ é injetivo, segue que Lnfn “ λfn. Isto é, Ln é um múltiplo escalar da identidade
sobre HpCnq.
Reciprocamente, suponha que, para cada n P N exista λn P C tal que Lnfn “
λnfn para toda fn P HpCnq. Seja f P HpCNq. Se f P pim˚pHpCmqq para algum m P N, então
Lf “ λmf . De fato, escreva f “ fm ˝ pim, por (4.1.5) temos
Lf “ pLmfmq ˝ pim “ pλmfmq ˝ pim “ pi˚mpλmfmq “ λmpi˚mpfmq “ λmf.
Note que para provar a afirmação recíproca é suficiente mostrar que λn “ λm para quaisquer
n,m P N. Sendo assim, sejam n,m P N com n ď m. Por (4.1.2) podemos escolher g P HpCNq
tal que g ‰ 0 e g P pin˚pHpCnqq Ă pim˚pHpCmqq. Portanto λng “ Lg “ λmg, e como g ‰ 0
segue que λn “ λm.
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A seguir, listamos algumas observações sobre o lema anterior.
Observação 4.1.16. p1q Para ξ P CN e n P N, temos pτξqn “ τpinpξq.
p2q O fato de L ser um operador que comuta com todos os operadores translação é necessário
para provar o item pbq do lema anterior. De fato, caso contrário, se L fosse um operador
sobre HpCNq que não comuta com algum operador translação e f “ fn ˝ pin P HpCNq para
algum n P N, então pelo Lema 4.1.13 existiria N P N, N ě n, tal que f “ fN ˝ piN e
Lf “ piN˚ppLfq ˝ JNq. Logo, usando (4.1.4) teríamos Lf “ pLNfNq ˝ piN . Portanto, não
poderíamos garantir a fatoração para Lf na forma Lf “ pLnfnq ˝ pin.
p3q O item pbq nos permite escrever a órbita orbLpfq em termos de operadores de convolução
sobre HpCnq. Isto é, se f “ fn ˝ pin P HpCNq e L é um operador de convolução sobre
P HpCNq, então
Lf “ pLnfnq ˝ pin, L2f “ LppLnfnq ˝ pinq “ LnpLnfnq ˝ pin “ pL2nfnq ˝ pin.
Procedendo por indução segue que
Lkf “ pLknfnq ˝ pin
para todo k P N0.
p4q Examinando a parte pcq bem de perto, notamos que ela pode ser escrita na seguinte
forma: L é um múltiplo escalar da identidade sobre HpCNq se e somente se Ln é um
múltiplo escalar da identidade sobre HpCnq para infinitos n P N.
4.2 Dinâmica linear dos operadores de convolução sobre HpCNq
Nesta seção estudaremos a dinâmica linear dos operadores de convolução sobre
HpCNq. Começamos provando que nenhum operador de convolução sobre HpCNq é cíclico
nem n-supercíclico para qualquer n P N. Este resultado melhora um resultado de Fávaro e
Mujica [39], o qual afirma que nenhum operador de convolução sobre HpCNq é hipercíclico.
Depois, provamos que todo operador de convolução não trivial sobre HpCNq é misturador.
Teorema 4.2.1. paq Nenhum operador de convolução sobre HpCNq é cíclico.
pbq Nenhum operador de convolução sobre HpCNq é n-supercíclico para qualquer n P N.
Demonstração. (a) Se L é um operador de convolução sobre HpCNq e f “ fn ˝ pin com
fn P HpCnq para algum n P N, então pelo Lema 4.1.13 a órbita de f sob L é
orbLpfq “ tLkf : k P N0u “ tpi˚nppLkfq ˝ Jnq : k P N0u Ă pi˚npHpCnqq.
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Como pin˚pHpCnqq é um subespaço fechado e próprio de pHpCNq, τq, o conjunto
span orbLpfqτ
está contido em pin˚pHpCnqq, e portanto o espaço span orbLpfq não é denso em pHpCNq, τq.
De modo que não pode existir função inteira cíclica para nenhum operador de convolução
definido sobre pHpCNq, τq.
pbq Sejam L um operador de convolução sobre HpCNq e V um subespaço de HpCNq de
dimesão finita n P N com geradores f1, ¨ ¨ ¨ , fn. Então LkpV q é um subespaço vetorial
de dimensão menor ou igual a n com geradores Lkf1, ¨ ¨ ¨ , Lkfn para todo k P N0. Se
f1 “ fm1 ˝ pim1 , ¨ ¨ ¨ , fn “ fmn ˝ pimn com fmi P HpCmiq, para i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, então
LkpV q Ă pi˚m1pHpCm1qq ` ¨ ¨ ¨ ` pi˚mnpHpCmnqq Ă pi˚mpHpCmqq




LkpV q Ă pi˚mpHpCmqq,
e portanto orbLpV q não é densa em pHpCNq, τq. Assim, nenhum subespaço de dimensão
finita de HpCNq pode ser supercíclico para L.
No seguinte teorema apresentamos mais um resultado que comprova que as
noções de hiperciclicidade e transitividade topológica não coincidem em evt’s gerais, neste
caso particular, num elc completo não metrizável.
Teorema 4.2.2. Todo operador de convolução não trivial sobre pHpCNq, τq é misturador.




pi˚npHpCnqq e pi˚npHpCnqq Ă pi˚mpHpCmqq, n ď m,
existe n0 P N tal que UXpin˚pHpCnqq ‰ H e V Xpin˚pHpCnqq ‰ H para todo n ě n0. Como
L é um operador de convolução não trivial sobre pHpCNq, τq, segue da Observação 4.1.16p4q
que existe algum n P N, n ě n0, tal que Ln é também um operador de convolução não
trivial sobre HpCnq, o qual já sabemos que é misturador. Por outro lado, como ppin˚q´1pUq
e ppin˚q´1pV q são subconjuntos abertos não vazios de HpCnq, existe N P N tal que
Lkn
`ppi˚nq´1pUq˘X ppi˚nq´1pV q ‰ H
para todo k ě N . Afirmamos que LkpUq X V ‰ H para todo k ě N . De fato, seja k P N
com k ě N . Escolha fnk P ppin˚q´1pUq tal que Lknfnk P ppin˚q´1pV q. Então fnk ˝ pin P U , e
segue da Observação 4.1.16(3) que
Lkpfnk ˝ pinq “ pLknfnkq ˝ pin “ pi˚npLknfnkq P V.
Portanto Lkpfnk ˝ pinq P LkpUq X V .
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4.2.1 Operadores de convolução Li–Yorke caóticos
O resultado principal desta seção é o Teorema 4.2.4, cuja demonstração está
baseada no Teorema 1.3.20 da Seção 1.3.3. Para facilitar o acompanhamento do leitor,
vamos enunciar novamente tal teorema.
Teorema 4.2.3. Sejam E um espaço vetorial topológico de Hausdorff e T : E Ñ E um
operador linear contínuo. As seguintes condições são equivalentes:
(i) T é Li–Yorke caótico ,
(ii) T admite um par Li–Yorke,
(iii) T admite um vetor semi-irregular.
Teorema 4.2.4. Todo operador de convolução não trivial sobre pHpCNq, τq é Li–Yorke
caótico.
Demonstração. Seja L um operador de convolução não trivial sobre pHpCNq, τq. Vamos
provar que L possui uma função inteira semi-irregular. Pelo Lema 4.1.15(c) existe um
operador de convolução não trivial Ln associado a L. Como Ln é um operador de convolução
não trivial sobre HpCnq, segue do resultado clássico de Godefroy e Shapiro que Ln é
hipercíclico. Em particular existe uma função fn P HpCnq semi-irregular para Ln. Chame
f :“ fn ˝ pin P HpCNq. Então f é uma função semi-irregular para L. De fato, como




para todo k P N0, (4.2.1)
segue diretamente de (4.2.1) que a sequência pLkfq8k“0 possui uma subsequência que
converge a zero. Por outro lado, se Lkf Ñ 0 na topologia de pHpCNq, τq, então
Lknfn “ J˚n ˝ pi˚n
`
Lknfn
˘ “ J˚npLkfq Ñ 0 em HpCnq
quando k Ñ `8. Mas isso contradiz o fato de fn ser semi-irregular para Ln. Portanto
pLkfq8k“0 não converge a zero, e f é uma função semi-irregular para L. Aplicando o Teorema
4.2.3 obtemos o desejado.
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Apêndice
Por questão de organização, nós coletamos aqui alguns resultados, que apesar
de serem importantes para nosso trabalho, são muito técnicos, dificultando então a leitura
dos mesmos.
Proposição 4.2.5. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia
de E para C, k P r1,`8s e A ě 0. Se f P ExpkΘ,0,A pEq e a P E, então pdnf p¨q a P
ExpkΘ,0,σA pEq para qualquer constante σ satisfazendo a condição p3q da Definição 1.2.15.





dj`nf p0q p¨qj paq (4.2.2)
na topologia de ExpkΘ,0,σA pEq.
Demonstração. Sabemos que (veja [68, p. 29]), para j P N0 fixado,











dj`nf p0q aj pxq (4.2.3)














para todo n P N0. De fato, seja P o polinômio pn ` jq-homogêneo pdj`nfp0q. Então
Pˇ “ dj`nfp0q, e segue do Exemplo 1.2.6 que
(((hhh
dj`nfp0qaj “ yˇPaj “ j!pn` jq! pdnP paq.

















Para k P r1,`8q , seja



















››››› pdn`jf p0qpn` jq!
›››››
Θ
ď C pεq pN ` εqn`j (4.2.5)















































































k ď D pεq pσ ` εqn (4.2.7)










ď C pεqD pεq }a}j pN ` εqj rpσ ` εq pN ` εqsn















ď pσ ` εq pN ` εq
















Como N ď A, segue que σN ď σA, e então pdnf p¨q a P ExpkΘ,0,σA pEq.
Agora consideremos k “ `8. Se A “ 0, então Exp8Θ,0 pEq coincide com HΘb pEq e este caso já foi























Assim pdnf p¨q a P HΘb pB p0; 1{σAqq “ Exp8Θ,0,σA pEq .
Agora só resta provarmos a convergência da série em (4.2.2) na topologia de
ExpkΘ,0,σA pEq. Se f P BkΘ,ρ pEq para algum ρ ą 0 com k P r1,`8q , repetindo o argumento






















ρ´10 pρ` εq pσ ` εq
‰n
,





dj`nf p0q p¨qj paq converge a pdnf p¨q a na topologia de ExpkΘ,0,σA pEq . O caso k “ `8 segue
de maneira análoga.
Proposição 4.2.6. Sejam E um espaço de Banach, pPΘpjEqq8j“0 um tipo de holomorfia






pdnf p¨q a (4.2.8)
na topologia de ExpkΘ,0 pEq .
Demonstração. O caso k “ `8 foi provado em [36, Proposition 3.1(ii)]. Para k P r1,`8q






















ď C pεq εj (4.2.9)




























































































k ď D pεq εj






››› pdn pτ´afq p0q›››
Θ
ď C pεqD pεqσnεn
8ÿ
j“0














e assim τ´af P ExpkΘ,0 pEq. Para provar a convergência em (4.2.8), sejam f P ExpkΘ,0 pEq






































































Agora, se para cada ρ ą 0 escolhemos ε ą 0 tal que ε ă ρ
σ










e a convergência segue da definição da topologia.
